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Predgovor

Savremena nauka materijala istrazuje moguénost ,pojacavanja”’odredenih (potrebnih) i ,pri-
gusivanje” drugih (nepotrebnih) fizickih osobina. U tu svrhu su posebno ispitivani niskodimen-
zioni kristalni sistemi (ultratanki filmovi, superresetke, te kvantne zice i tacke).

Danasnji razvoj tehnike i tehnologije omogucava pravljenje ovakvih kvantnih sistema, eksper-
imentalni rezultati su prisutni i merna oprema moze da ih prati, ali se u domenu teorijskih
razmatranja (modelovanja i analitickog resavanja) veoma malo uradilo.

Najveca poteskoca je upravo u slabo i neadekvatno primenljivom matematickom aparatu. U
ovom radu se pokazuje da se metode diferencnog racuna uz odgovarajué¢u podrsku numerickih
proracuna mogu uspesno primeniti na iznalazenje zakona disperzije i Grinovih funkcija fonona u
ultratankim kristalnim filmovima.

Fononi su osnovna elementarna pobudenja u fizici ¢vrstog stanja, odreduju sve mehanicke
osobine sistema, ucestvuju u svim transportnim procesima definiSu¢i prakticno sve relevantne
karakteristike supstancije. U radu su odredene osnovne termodinamicke veli¢ine fononskog pod-
sistema: kineticka i potencijalna energija.

Ovaj diplomski rad je uradjen pod mentorstvom prof. dr Jovana Setrajcica.

Novi Sad, 20.06.2005.
Backovié¢ Danilo
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1 Uvod

Savremena naucna istrazivanja u fizici materijala okrenuta su ka ispitivanju neverovatnih
mogucnosti promena karakteristika supstancija malih prostornih dimenzija. Grada takvih sup-
stancija je nanostrukturna i odluc¢ujué¢i uticaj na njihove fizicke osobine imaju: postojanje
grani¢nih i izmenjeni elementarni grani¢ni parametri.

Prostorno jako niskodimenzioni kristalni sistemi — nanostrukture(ultratanki filmovi, kvantne
Zice, grede, tacke isl.) se danas siroko istrazuju. Tehnoloski postupci za dobijanje nano uzoraka,
napredovali su do te mere da je moguce izraditi slojeve manje od srednje duzine puta nosilaca
naelektrisanja, reda veli¢ine 1 — 10 nm (epitaksija molekulskim snopom, naparavanje iz metal-
organskih jedinjenja). Ove debljine su reda veli¢ine fononske talasne duzine $to stvara izmenjena
i neocekivana svojstva materijala u odnosu na analogne masivne strukture. Ti makroskopski
kvantni efekti (u smislu da je kvantnomehanicki pristup neophodan ne samo za resavanje kretanja
sastavnih delova sistema, nego i za ponasanje sistema u celini) su od prakticnog znacaja za
opto/nano elektroniku. Sa fundamentalne strane, smatra se da upravo slojevite strukture kriju
u sebi tajnu, jos neobjasnjene visokotemperaturne superprovodljivosti.

Teorijska istrazivanja u fizici ¢vrstog stanja bazirana su na postavkama modela i njihovoj anal-
izi metodama koje su uvedene u statisticku kvantnu fiziku — pozajmicom iz kvantne teorije polja.
Kod prostorno neogranicenih i translaciono invarijantnih kristalnih sistema ova ,pozajmica” je
mogla adekvatno da se upotrebi i valorizuje.

Medutim, u savremenoj nanotehnoloski ,izreziranoj” slici, dimenziono kvantovanje (kvantni
efekti usled malih prostornih dimenzija uzoraka) nalaze i zahteva precizniju, kvalitetniju i adek-
vatniju upotrebu matematickog aparata. Kada su kristalni uzorci nano-dimenzija, jasno je da
fizicke velicine koje karakterisu osobine posmatranog sistema definisu njihove skokovite (kvantne)
promene od ¢vora do ¢vora kristalne resetke. Sve karakteristike moraju da ,,odslikavaju” njihovu
diskretnu kristalnu gradu i promene na granicama ovih uzoraka su od fundamentalnog znacaja za
ponasanje i osobine celog uzorka. Umesto diferencijalno-integralnog aparata kojeg koristi klasi¢na
fizika, a prilagodila je i teorija izotropnih i neogranic¢enih kristala, ovde se mogu primeniti samo
postavke diferencnog racuna.

Ovaj rad je, zbog toga, posveéen matematickoj analizi iznalazenja resenja onih tipova difer-
encnih jednacina koje se mogu javiti u teorijskim istrazivanjima nanokristala. Kao primer raz-
matran je osnovni podsistem elementarnih pobudenja — fononi u kristalnim nanofilmovima.
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2 Elementi teorije diferencnih jednacina

2.1 Diskretno diferenciranje i antidiferenciranje

Diskretan izvod funkcije diskretne promenljive n po toj promenljivoj u reprezentaciji transla-
cionih operatora se definise kao:

AF, a.
o L Fpy—F,. (2.1)

Prirastaj (diferencija) argumenta je An = 1, tako da se u formulama izostavlja; ovde se navodi
samo radi jasnoce po kojoj promenljivoj se diferencira. U sustini, svejedno je da li operisemo
sa pojmom diskretnog izvoda (A/An) ili pojmom diferencije funkcije (A), jer su to identiéni
operatori. Na osnovu definicije se traze izvodi viseg reda:

A’F, A

ARZ = M(FnJrl —F,) = Fhi0—2F, 11 + Fy;
A3F,
An3 = L'n43 — 3Fn+2 + 3Fn+1 - Fn7 (22>
A™F, “ m
Anm - Z(_l)k(k)Fn+m—k
k=0

Osobine operacije diskretnog izvoda su:

A AF, AH
2 (F, +H,)=2 n
An( nt Ha) An * An '’
A A
2 (kF,) = k—F,:
An( ) An
A
E(Fan) = Fn+1Hn+1 - Fan + Fn+1Hn =
AF, AH, AH,
" An Ho o Fr An b An
AF, AH AF, AH
_ npg F n n n.
An n+nAn+AnAn’
A? A’F, A’H,

A’F, AH, L 2A2Hn AFn+
An?2 An An?2 An
AF, AH, A?F, A’H,
An An + An?2 An?’

+2

+2
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A (Fn)_FnJrl Fn

An\H,) H,, H,
Fn+1Hn - Fan+1 + Fan o
B Hn+1Hn B
AF, AH,
_ ApH - ERE
HnJrlHn 7
A _AF,, Ay,

—F, = :
An " Ay, An
Moguce je uzeti da prirastaj promenljive bude veéi od jedan (npr. Azn = h). Tada bi
definicija diskretnog izvoda, tj. diferencije funkcije bila:

AWF, = Fopp — F,. (2.4)

Ovim prethodna analiza ne gubi na opstosti, jer se takve diferencije svode na jediniéne preko
obrasca:

Ap=(A+D"—1. (2.5)
Diskretni izvod (tj. diferencija) funkcije moze se definisati preko translacionog operatora Ty, na
slede¢i nacin:

TeFo < Frys (2.6)
odakle sledi:

AF, .
no_ —1)E,:
An (21 )1 )

ATF, . . m m\ -
A = (= 1)"F = Z(—l)"“(k>Tm_an. (2.7)

k=0

Osobine translacionog operatora su:

A A

(Tk)"™ = Tok; T =T T,C = CTy; Ti(F+ Gy) = TiFy + TG, (2.8)

Linearnost translacionog operatora sledi iz linearnosti diskretnog izvoda. Vrlo vazno je imati u
vidu da translacioni operator ne komutira sa multiplikativnim operatorom f, kada ovaj zavisi
od iste diskretne promenljive:

(Tk‘fn)Fn # (fnTk)Fna jer: (kan)Fn = fogrelnqr, dok je: (fnTk)Fn = fansk

Diskretna integracija je inverzna operacija diskretnom diferenciranju. Translacioni operator je
koristan upravo zbog definisanja diskretne integracije:

A_l

~ (T —1)7LE,. (2.9)
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Sada treba nadi eksplicitni oblik ovog inverznog operatora. On ¢e imati dve forme, koje slede iz
¢injenice da se osnovni operator (T}, — 1) moze napisati na dva nac¢ina, u zavisnosti od toga koji
sabirak faktorisemo ispred zagrade:

A =T
(T —1) = {_(1 i (2.10)

Na osnovu ovoga, a po pravilu za razvoj geometrijske progresije, inverzni operator je dat sa:

. (1- T—1)71T—1 = T h1;
(h-1)7' = b0 (2.11)

—1=T)t==>Th.
k=0
S obzirom na dobijenu formulu, diskretni integral funkcije F;, ¢e se racunati po obrascu:

Zjlklen: n—1t+Fu o+ F,_3+...
Fn: ko:oo
—I;Tan:—Fn—Fn+1—Fn+2—...
=0

U sledeéoj tabeli dat je pregled nekoliko diskretnih izvoda i integrala tipi¢nih funkcija.®

IKao &to je u diferencijalnom ra¢unu skup elementarnih funkcija prosiren za funkciju Inz, da bi imali prim-
itivnu funkciju, od funkcije 1/, tako se i u diferencnom ra¢unu uvodi Psi funkcija sa osobinom AV, = 1/n.

Njena definicija je:
“ (nT,) = L
W, L) = —n
(nr,) = 32

—
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A AL
E, A At
An ATL
1 0 -
n 1 n(n —1)
3 22
n2 n*+n+1 % _ % n g
! 3 2
n n° + 3n° + 2n + 0 5 X -
n—1
na’(a>1) (n+1)a_n Z(n—k)a
k=0
(=" 2(—1)" Iy
Aan
A (A>1,a > 0) Aen(Aa — 1) i
1 T
n(—=1)" (—=1)"*1(1 + 2n) ~(=1)"(n — =)
2A" A2
A" A =1 A —1)nA" + A7t
nA", A > ( )nA" 4+ A—l(n A—l)
Ae—an=1)
Ae™ (A>1,00>0) Ae—on(e—a _1) - 1
e —
A on -
1
logan 1ogAn+ oga(n— 1!
1.
cos(an +b— 2)
| b 2sin § S+ — 2
sin(an + b) sin & cos(an + $ +b) ot
s N sinfan +b— %)
cos(an + b) —2sin § sin(an + § +0) SETE
shan L -1 1) | 1efe 0D
2 e eom2 2 o _1( ;
1 a—l (¢4 Oé'n,_l 1 an _ —aln—
ChO{’rL _(e )(e € ) _L
1 2 eOl eOé’rL 2 eOé _1
il T "
& n(n+1)
- ~_ ¥l "
n2 n2(n_|_ 1)2 n
w02 ) SR S (n+ k)
— (a> T T =
n (TL + 1)a ne Pt
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3 Operatorsko resavanje diferencnih jednacina

3.1 Diferencne jednacine I reda

Resenja diferencnih jednacina I reda bi¢e data samo kao pregled, dakle bez navodenja dokaza.

e Homogena diferencna jednacina:

A
—Y,+a,Y,=0 ili Y,-1+a,Y,=0
An

ima resenje:

n—1
Yo=Y [J1 - ). (3.1)
k=0
e Linearna nehomogena jednacina:

A
—Y,+a,Y,=b, ii Y,1+a,Y,=0b,,
An

ima sledeca resenja:

— neposrednom antidiferencijacijom:

o0

S (—1)*(a; (T — 1))*ka;  by;
Y, =" ) ) (3.2)
,€Z:0<—1>’“<<T1 — 1) ta,)H(Ty — 1)7'b,,

— smenom funkcije:

n—1 n—1 A_l b 1
Y, =CJ[—a)+]](1—a) A | T . (3.3)
k+0 k=0 IT1(1 - a)
k=0

3.2 Diferencne jednacine II reda

Neke nepotpune diferencne jednacine II reda mogu se svesti na jednacine I reda pogodnom
smenom. U tu grupu spadaju:

e jednacina u kojoj ne figurise funkcija diskretne promenljive, nego samo njeni izvodi

2
i ( AY, A Y") —0—® <n,pn, Ap”) — 0, (3.4)

i An ' An? An
AY,  Ap, A?%Y,,
An’  An  An?’

Pn =
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e jednacina u kojoj ne figurise diskretna promenljiva nego samo trazena funkcija i njeni izvodi

AY, A?Y, Apy
o(Y,, —n —0— B(Y, .
Yoo X a2 ) =0 Yopy,py 337) =0, (3:5)
AV, Apy A?Y,
by = ; =

An’ VAY T An2’
Evo i pregleda linearnih diferencnih jednacina II reda.

e Homogena linearna diferencna jednacina sa konstantnim koeficijentima:

A2

A 2Y +CL1

A
A Yn -+ CLQYn =0 il Yn+2 + G,1Yn+1 —+ GgYn =0. (36)
n

Smenom funkcije: Y,, = 2", dobijaju se njena dva partikularna resenja:
1/2 ax af !
Yn(/): 1——+ — — Q1 — as . (37)

e QOjlerova diferencna jednacina:

A? A A B . A B
Smenom argumenta n = ¢,,, uz uslov A + B = 0, dobijaju se njena dva partikularna
reSenja:
W y@ 1
YW =n; YV =_n?(n?-1). (3.9)

3

Posmatrajmo sada linearnu homogenu diferencnu jednacinu drugog reda sa promenljivim
koeficijentom:

A?Y,

An2 + faYa =0, (3.10)

koja se moze napisati u obliku:

((T1 — 1)+ fn) Y, = 0. (3.11)
Radi nalazenja resenja formira¢emo analognu nehomogenu jednacinu:

(GERNETAIET N (3.12)

¢ije formalno resenje je:

-1

Yn = ((Tl -1+ fn) D,,.
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Ukoliko ova jednacina ima dva linearno nezavisna partikularna resenja yfll) i yff), onda za njih

mora da vazi:
(0 =02+ ) ) = @ (@ =12+ 1) 42 = 2.
Oduzimanje ove dve jednacine daje za rezultat:
((Tl —1)*+ fn> (g —y?) = 0. (3.13)

Poredenjem (3.13) sa (3.11) zakljucuje se da je resenje homogene jednacine (3.10):

Yn = y7(11) - 97(12)'
Dakle, da bi se resila homogena jednacina (3.11), prethodno se moraju naéi dva partikularna
resenja nehomogene jednac¢ine (3.12). Oba ova reSenja ¢e se dobiti razvijanjem inverznog op-
eratora u geometrijski red, jer on ima dve nezavisne forme, u zavisnosti od toga koji sabirak
faktorisemo:

PR GRS E

T =172+ fo=X"" . A 3.14
S (T1 — 1)? (1 (T - 1)—2fn> , (3.14)
pa sledi:
) -t L foI(T —1)2) fo
(FG-12+f) = ( a U4 -
(14 @ -12h) (@ -1
o) N “ k
(=D (FE - 0?) A
= ¢ R0 R Ko (3.15)
S (-1 (1 = 1)) (- 1)
k=0
Ako se uvedu oznake:
= S0 (- 12) =
k=0
- (1 T 12 fN T - DN — 1) — ) i1, (3.16)
Jo= Y0 (1)) ) =
k=0
= (1= (=) 2t (B =) 2T =) 2= ) (B =172, (3.17)

tada se dva partikularna reSenja nehomogene jednacine (3.12), mogu pisati kao:

) = J1,; (3.18)
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) = J,®,,. (3.19)

U pisanju izraza za J1 1 Jo treba biti posebno obazriv, jer operatori fn i T}, ne komutiraju. Nadalje
je neophodno konkretizovati funkciju ®,. Ona se bira tako da se jedan od dva reda, (3.18) ili
(3.19) presece. Neka je:

¢, = fna
tada na osnovu dejstva operatora translacije na konstantu (C' =const.): (T} — 1)2C' = 0, i na
osnovu jednacina (3.16) i (3.17), sledi:

D= dif= (1= T =02 SN =12 -1 =) f =
) = ijn = (1 — (TI — 1)_2fn + (Tl — 1>_2fn(T1 — 1)_2fn - .. ) (T1 — ]-)_2.fn =
= (Tl - 1)72]?71 - (Tl - 1)72fn(T1 - 1>72fn +
uzimajudi u obzir (3.13), trazeno resenje je:
Y, =1- (1= 1) 2f+ (T~ ) 2T - )2 = = Y (-1 ( - 1)2fn)k (3.20)
k=0

Ovim je resena homogena diferencna jednacina II reda (3.10), u najopstijem slucaju. Kada
je funkcija f, data, ostaje da se pronade dejstvo gore navedenog operatora na nju. Za ovo je
neophodno znati eksplicitnu formu operatora (7} — 1)72. Ako primetimo sledeée:

o0

1
(k+ 1)z
(1—m)2 da:l—m kz_; *

zbog dve moguénosti faktorisanja:

(-1 = { D=0
21— 1),

nezavisne forme operatora (7} — 1)72, date su sa:

(T = 1) = S (k+ DT

(T, —1)72 = A k=0 A (3.21)
(]_ — T_1)72T_2 = Z (lf + ]_)T_k_g.
k=0

Radi dobijanja krajnjeg resenja koristi¢e se ona forma koja daje konvergentan red.
Posmatrajmo jedan konkretan primer. Neka je f,, = Ae®". Tada diferencna jednacina glasi:

A?%Y,,
An?

+Ae™Y, = 0. (3.22)
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Resenje je dato relacijom (3.20). Ostaje jos da se odlu¢imo za formu operatora (7} — 1)72, jer
¢e samo jedan od izraza iz (3.21) dati konvergentan red. Pokazuje se da je to onaj donji:

(Ty — 1) 2Ae™™ = (Ty 4+ 2T 5+ 3T, +...)Ae™™ =

=Ae™e (1 +2e 432 +...) = (3.23)
A ean
. an —2« —a\2
= Ae € (1 — € ) = m .
Sada se, prema (3.20) moze napisati red za Y,
A eon AZ erm A3 e3om
Y,=1-— + — I

(=1 " fer 1P —1p (e —1P(e —1(e —1)?

_ i(_l)kﬂ’ (3.24)

gde je po definiciji: [ (e** —1)? = 1. Zamenom nadenog reSenja u polaznu jednacinu (3.22), moze
s=1
se dokazati da je ono korektno odredeno.

3.3 Operatorsko resavanje diferencne jednacine stanja
kristalnih struktura

U fizickim problemima istrazivanja osobina i mogucéih stanja elementarnih pobudenja u nanos-
trukturnim kristalima, pojavljuje se diferencna jednacina tipa:

Yn+1 +Y, 1+ pnYn = 07 (325>
koja se preko translacionih operatora pise kao:
(Ty + Ty + pn)Y, = 0. (3.26)

Ukoliko je kristal translaciono invarijantan, funkcija p ne zavisi od indeksa n, pa se i jednacina
svodi na onu sa konstantnim koeficijentom. U kristalima sa narusenom translacionom simetrijom
funkcija p ¢e zavisiti od indeksa n, koji oznacava polozaj atoma u kristalu.

Resenje (3.20) je upotrebljivo samo u slucaju kada jedan od operatora u jednac¢ini primenjen
na konstantu daje nulu kao rezultat, npr. (7} — 1). U jednaéini (3.25) ni jedan od operatora
primenjen na konstantu kao rezultat ne daje nulu. Zato je neophodno prvo transformisati polaznu
jednacinu na sledec¢i nacin:

((T1 + T —2) + (oo + 2)) Y, = 0. (3.27)

Sada imamo odgovarajuci oblik, jer (Tl + T, — 2)C' = 0. Uvedimo nove oznake:

A ~ ~

a=T14+T_1—2, by, = pn+2



Backovié Danilo Operatorsko resavange diferencnih jednacina v nanostrukture 14

Pri ¢emu je aC' = 0, C' =const,a jednacina (3.27) prelazi u:
(4 + by)Y, = 0. (3.28)

Treba obratiti paznju da operatori a i b, ne komutiraju, tako da se mora voditi racuna o redosledu
pri pisanju izraza. Dalje resavanje je identi¢no onom u opstem slucaju. Dakle, trazimo razliku
dva partikularna integrala analogne nehomogene diferencne jednacine, pri cemu dodatnu funkciju
(nehomogeni deo) biramo tako da nam se resenje maksimalno uprosti. Ali pre svega, treba naéi
forme inverznog operatora (& + b,) "

i(1+ a by,
odakle je
A Ji= 3 (=DM )R
(a+0b,) =< k0 ) (3.29)
Jo = S (=D)*(@a by )ka?
k=0

y = J1®, = (1-b N
Y@ = L®, =a ‘b, —a ‘bpa by bpa by — ..., (3.30)
a reSenje homogene jednacine ¢e biti:
Y, =y —y® =1 —a" b, +a bpa by — - = > (=1)*(a1h,)". (3.31)
k=0

Sada treba naci eksplicitnu formu operatora a~!. On se moZe napisati na dva nacina:

—2 <1 - %(Tl + T—l)) ;

a= . R . R
(B + 1) (1= 208 + 7)),
pa je:
(1= YR 4T)) == (4 Tk
2 2\+1 -1 - ok+1 1 -1)
P ) ) o k=0 . A A (3.32)
<1 — 2(T1 + Tfl)_1> (Tl + Tfl)_l = — Z Qk(Tl + Tfl)_k_l.

k=0
I operator Ty + T, takode se moze napisati u dve forme:

- . T1(1+T_2);
Tfl(l + T2)7
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pa onda sledi:

o (L4 Too) My = 3 ()T gy
(T +T,) "= L (3.33)
(1+Ty) 'y = > (= 1)k Ty
k=0

Sve operatorske forme se biraju prema istom kriterijumu — da rezultat nakon njihove primene
bude konvergentan red.

Uzmimo za primer jednacinu:
Yn+1 + Yn—l + (A e —Q)Yn = O, (334)

koja se u operatorskom obliku moze napisati kao:
<(T1 + T,l - 2) + Aea") Yn =0.

Dakle, u ovom slucaju b, = Aeom. Zbog c¢injenice da je by eksponencijalna funkcija, dejstvo
operatora (3.33) ne moramo traziti preko beskonacnog reda, jer je:

(Tl + T_l)A e =2chaAe™. (3.35)

Funkcije Ae*™ su, ocigledno, svojstvene funkcije navedenog operatora. Zato se njemu inverzni

operator moZe naci prostim mnoZzenjem izraza (3.35) sa (17 +T_1)~! sa leve strane:

. . 1
T+ T ) T Ae™ = ——Ae™.
(T + 1) 2cha
S obzirom da je cha > 1, radi konvergencije moramo koristiti onaj oblik operatora a™, u kojem
figurise (T} —T1)™!, a to je forma napisana kao donja u izrazu (3.32). Dejstvo ovog operatora
je:

1

d_lA eo‘” = Z 2k(T1 + T_l)_k_lA eo‘" =
k=0

> 1 Ae"
= Aem ) 2F = :
e ; 2k+1 Chk+1 o 2(Ch0¢ _ 1)

Prema (3.31) ostaje jos da se nade dejstvo (a~'b,)*. Kako je:
an 2 2an
a b a b, = atAen Ae - A%e |
2(cha—1)  2°(cha—1)(ch2a —1)

to je konacno resenje jednacine (3.34), oblika:

an 2 2an
Y,=1-—Ae"" Ac + = Ae =
2(cha—1)  2°(cha —1)(ch2a —1)

_ ;O(_l)k (A;“”)k ﬁ(Ch; » . (3.36)

s=1
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Valjanost resenja se moze dokazati zamenom u pocetnu jednacinu.

Na kraju navedimo jos jedan primer, koji se prirodno nadovezuje na prethodni:
Yoi1+ Yao1+ (2cosan — 2)Y,, = 0. (3.37)

Ovde je b, = eion 4 e~iom — 9 cos an, dakle opet se radi o svojstvenim funkcijama translacionog
operatora. U fizickom smislu, b, je stojeci talas, koji se javlja u ultrakratkom jednodimenzionom
atomskom lancu. Ova jednacina u operatorskom obliku izgleda:

((T1 + T, —2) + 2cos om) Y, =0, il (& + by)Y, = 0. (3.38)

Prosto preslikavanje postupka resavanja prethodnog problema nije moguce, jer u koraku (d‘liyn)k
dolazi do nagomilavanja izraza. Zato ¢emo pribegnuti triku, jer ispostavlja se da je resenje ove
jednacine identi¢no resenju jedne prostije. Podimo od jednacine:

(a+e“™Y, =0, (3.39)
i pomnoZimo ovaj izraz sa leva sa e~ 2"

(e a4+ e ") Y, = 0. (3.40)
Saberimo sada dva poslednja izraza:

(1+e*™a+ e +e )Y, = 0.
Definisimo operator &, = (1 + e~2%")a, pa se ovaj izraz moze zapisati kao:

(G + b)Y, = 0. (3.41)
Sre¢na okolnost je ta, Sto operatori a,, i a tako dejstvuju da vazi:

Gy b, = a7t e = (14 e %om) gt eon, (3.42)

pa iz toga proizilazi da se reSenje pocetne jednacine (3.38) moze nadi iz resenja mnogo prostije
(3.39), a evo i dokaza prethodnog izraza:

<T1 + T_1> e = 2 cos e,

Za eksplicitni oblik operatora a~! ovaj put, uzima se gornji izraz u (3.32), pa ¢e biti:

o0

) 1 ) eiom
~—1 jian __ k k ion __
a e = kz_% 2k+12 cos” e’ = 50 —cosa)’ (3.43)

Isto tako se dobija:

—ian
~—1 —ian e

= 3.44
@ 2(1 —cosa)’ (344)
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a kada saberemo (3.43) i (3.44) dobi¢emo:

iy = 4
¢ 2(1 — cos ) (3:45)

Ako sada obe strane sa leva pomnozimo sa (1 + e~29")~1 gledi:

T L S 3.46
“n 2(1 — cos ) ¢ ° (3.46)

Ovim je relacija (3.42) dokazana. Koriste¢i nju naéi ¢emo resenje pocetne jednacine (3.38).
Prema opstem obrascu za nalazenje resenja (3.31), ostaje nam da nademo sukcesivno dejstvo:

) 1 ) eQiom
~—1 don\2 __ ~—1 onm: .
(a7 e™)” = 2(1—Cosa)a ¢ 22(1 — cosa)(1 — cos 2a) ’
) -1 k ,iank
(@t eony = L€ , (3.47)
28 11 (1 — cos qa)
q=1
odakle na osnovu (3.42), sledi:
~—k( ian —iany __ —2ian\k (_1)keicmk o
a e te ) =(1+e ) - =
2k 1T (1 — cos qav)
q=1
-1 k(ian —ian\k
_ (D e ) (3.48)

k
2 1T (1 — cos qav)
q=1

Konaé¢no resenje polazne jednacine (3.38), pomocu opsteg obrasca (3.31) je:

Yn Z k e ) Z k COS e ) (349)
k=0 2k H(l—cosqa) =0 H(l—cosqa)

i oblika je superporzicije stojeéih talasa koji se u ovakvoj strukturi (modelu) mogu javiti.
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4 Mehanicke oscilacije u nanostrukturama

4.1 Sistem vezanih oscilatora

Mehanicko oscilovanje strukturnih jedinica (jona, atoma, molekula,...) u ¢vrstim telima je,
kao posledica toplote, uvek prisutno kretanje za sve temperature veée od OK. S obzirom na jako
uzajamno dejstvo, poreklom od elasti¢nih sila, pomeraj jednog atoma stvara poremecaj u celoj
kristalnoj resetki. Taj poremecaj se Siri u vidu mehanickih talasa kroz nju. Zato, oscilovanje
jednog atoma oko ravnoteznog polozaja, ne moze biti uzeto kao osnovna forma kretanja u ¢vrstom
telu, nego ¢e to biti njihovo kolektivno kretanje, tj. mehanicki talasi.

Pristupimo klasi¢nom resavanju problema sistema vezanih oscilatora pod dejstvom elasti¢ne
sile, koje ¢e nam dati nekoliko dragocenih podataka, od opste vaznosti. Zamislimo trodimenzionu
reSetku od atoma mase M, na istom odstojanju a vezanih istim elasticnim silama. Ovo bi
odgovaralo idealnoj prostoj kubnoj resetki. Svi atomi usled toplote, osciluju u nekakvoj korelaciji.
Koordinata ravnoteznog polozaja proizvoljnog atoma je 7, a njegova elongacija u(7,t). Nadalje
¢e se zavisnost od t podrazumevati. Potencijalna energija ovog sistema je:

_ %ZV(ﬁ—erﬁ(ﬁ) —a(m)). (4.1)

Razvijmo ovo po malom parametru — razlici elongacija u okolini ravnoteznih polozaja i ograni¢imo
se na prva tri clana (tzv. harmonijska popravka, jer nam je najvisi ¢lan harmonijski)

Prvi ¢lan ovog izraza je potencijalna energija veze u odsustvu termickih oscilacija ili na T = 0K.
Istina je da na nultoj temperaturi ne zamire svo kretanje. Postoje tzv. nulte oscilacije kao
posledica relacije neodredenosti, ali takvo kretanje nije termicko. Zato ¢emo prvi ¢lan proglasiti
referentnim nivoom i odbaciti. Drugi ¢lan razvoja ¢e biti jednak nuli jer je ravnotezni polozaj
na minimumu potencijalne energije. Ako sada ovome dodamo kineticku energiju (p, = M1,),
dobi¢emo Hamiltonijan sistema vezanih oscilatora:

H= Z pa () + = Z Cop (78 — 1) [a(7) — ()] [ug(7) — ug(m)], (4.2)

a,@nm

gde uvedena oznaka C,p(77 — ) ima smisao Hukovih konstanti elasti¢nosti. C,, su Hukove
konstante istezanja u pravcima koordinatnih osa o = x,y, z, a Cyg,a25 Su torzione konstante,
pri ¢emu vazi simetricnost koeficijenata Cpg = Cj3,. Pretpostavimo da elasticne sile koje drze
¢vorove na okupu vrlo brzo opadaju sa rastojanjem. Ovo je iskustveno opravdano, na primer, u
molekulskim i kovalentnim kristalima resetku odrzava Lenard-Dzonsov potencijal proporcionalan
sa r~%. Tada interakcioni deo Hamiltonijana smemo napisati u aproksimaciji najblizih suseda. To
izvodimo tako $to sumiranje po indeksu m zamenjujemo sumiranjem po indeksu X koji oznacava
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rastojanje atoma 7 od njegovog najblizeg suseda. S obzirom na idealnost kristala, X ima istu
vrednost za sve susede, odakle sledi da ne moramo vuéi zavisnost Hukovih konstanti od rastojanja,
jer operiSemo sa jednim istim rastojanjem. Hamiltonijan postaje:
M., . 1 . Lo . R
H=Y" St + > Copluali) = ua(7i £ X)] [ug(i) — ug(ii £ X)]. (4.3)
arft aBix

Prvo ispitajmo dinamicko ponasanje ovog sistema klasicnim zakonom kretanja:

a[{int‘
Mii (71) = — ’
a() = =50 @)
odakle dobijamo:
Loy 1 Ly Ly .
Mii, (1) = 5 Z Coglug(it £ ) + ug(i F X) — 2ug(t)]. (4.4)
BX

Jedno partikularno resenje ovog sistema jednacina je upravo skup funkcija ravnih talasa, sto je
dokaz o nac¢inu Sirenja poremecaja kroz sistem vezanih oscilatora:

Ua(7) = Aq(K) Fi=ite®) (4.5)

Ako ovo resenje zamenimo u prethodnu jednacinu, dobi¢emo linearni homogeni sistem za nepoz-
nate komponente amplituda ravnih talasa:

3 ——
- - - - 2 .o kA
> (@ (B)0as = F(B)Cas) Ap(F) =0, f(F) = — > sin® . (4.6)
=1 5
Ovaj sistem ¢e imati netrivijalna reSenja samo kada je:
det [lo*(K)das — f(k)Cagsl| = 0. (4.7)

Iz ovoga se moze izvuci nekoliko vaznih podataka.

-

1. Postoje tri reSenja za frekvencije mehanickih talasa w;(k). To zna¢i da mozemo konstru-
isati koordinatni sistem sa ortovima E:(/;)E](E) = J;; u kome se talasi ovim frekvencijama
prostiru duz koordinatnih osa. Ako se pri tome uzme da je jedan od ortova v ||E, onda on
odgovara pravcu prostiranja longitudinalnih talasa, a ostala dva orta pravcima prostiranja
transverzalnih mehanickih talasa. Ovi ortovi se nazivaju polarizacioni fononski vektori.

2. Dobijene frekvencije ne zavise samo od mase oscilatora (atoma) M i Hukovih konstanti
Cup, kao kod izolovanog oscilatora, nego, preko funkcije f (E) i od talasnog vektora. Ovo
je, generalno, odlika talasnog kretanja kao kolektivnog fenomena. To znaci da frekvencije
talasa zavise od njihovog pravca prostiranja. Ovaj fenomen se naziva disperzija i posledica
je, ne neke interakcije, nego geometrije sredine kroz koju se talas Siri.
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3. Ako uzmemo da je \; = a, $to bi odgovaralo prostoj kubnoj resetki sa kojom ¢emo raditi i
ako je |k| dovoljno malo, funkcija f(k) se moze aproksimirati sa:

FR) =S (48)

pa se zamenom u (4.7) uz zanemarivanje torzionih koeficijenata jer su za red veli¢ine manji
od koeficijenata istezanja(Cyp < Cho, « # (3), dobija za frekvencije:

Caa
M .

wa (k) = kvg; Vo =@ (4.9)
Ovde su v, brzine mehanickih talasa, za koje se moze uzeti da odgovaraju brzini zvuka.
Vidi se da frekvencije ovih zvucnih talasa teze nuli kada k tezi nuli.

4.2 Fononski model

Predimo sada na modernije opisivanje ovih pojava. Za tu svrhu uvodimo kvantnu transfor-
maciju fizickih veli¢ina koja je uslovljena time da dobijeni Hamiltonijan bude kvantni linearni
harmonijski oscilator, odnosno da bude dijagonalan. Upotrebimo modifikaciju resenja klasi¢nog
zakona kretanja (4.5). Koordinata i impuls postaju operatori:

R Lo [ L
ﬁﬁ — 0 (k _ [b k ezkn—ztw]-(k:) —|—b+ k e—zkn-}—ztwj(k’)];
Z i(F) M N () i (F) HG

(4.10)

2 1 7oy [ TMwi(K) [o o iia it (R) L i 7y ittt (8

pﬁ:;Z@(k) e [bj(k:)e s F) Lt () o ikt >],

kj
koji zadovoljavaju komutacione relacije:
[Uaii, D) = 1h7 700,55 [Waii, U] = [Pait, pam] = 0. (4.11)

Konjugovani ¢lan u (4.10) je neophodan da bi se o¢uvala ermitivnost operatora, Zj(lg) su fononski
polarizacioni vektori. Zamenom (4.10) u (4.2) dobija se:

=50 () + 5 ) hs® ) = (B

Ovim smo sistem spregnutih oscilatora, sveli na zbir pojedina¢nih kvantnih linearnih harmoni-
jskih oscilatora, a resavanje termodinamickih osobina c¢vrstih tela na prebrojavanje izvesnih
kvazicestica, tj. kvanata pobudenja harmonijskog oscilatora — fonona. Fonon definiSemo kao
kvazicesticu koja opisuje osnovno, nerazlozljivo termicko kretanje u ¢vrstom telu, a koje u sebi
ukljucuje sve atome. Iz (4.10) se vidi da su fononi uvedeni kao bozonske Cestice. Za to postoji
razlog. Ako bi u izrazima zamenili bozonske, fermi operatorima, dobili bi da energija sistema
ne zavisi od broja pobudenja u njemu, tj. njena srednja vrednost od temperature, sto protivreci
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iskustvu. U kristalima sa prostom kubnom resetkom, i za male vrednosti talasnog vektora E,
fononi imaju linearan zakon disperzije:
E](E) = a—H_, = hwj(E) = hkv; = pv;. (4.12)
On; (k)
Fononi sa ovim zakonom disperzije nazivaju se akusticki fononi.

Pri analizi kristala slozene strukture, sa o atoma u elementarnoj ¢eliji, postoji 30 resenja
za frekvencije wj(/g), od toga uvek 3 resenja sa osobinom limy_ow(k) = 0, koja se odnose na
akusticke fonone i 30 — 3 reSenja sa zakonom disperzije limy_,q w(E) # 0, koji se nazivaju opticki
fononi. Vazno je shvatiti da su zakoni disperzije posledica geometrije prostora u kome zive
(kvazi)cestice, a ne neke interakcije. Na primer, slobodna ¢estica obitava u praznom prostoru
koji je izotropan, i kao posledica toga njena energija zavisi samo od intenziteta impulsa. Fononi
opstaju samo u kristalu (Sto ih i ¢ini kvazicesticama), a taj ,njihov prostor” nije izotropan,
jer naseljenost atoma zavisi od pravca. Zbog ovoga generalno njihova energija ¢e zavisiti od
pravca talasnog vektora, a zbog pravilnosti rasporeda atoma ona ¢e biti periodi¢na funkcija
impulsa (talasnog vektora). Ne treba zaboraviti da je gornja linearna zavisnost dobijena tek
aproksimacijom sinusne funkcije za male vrednosti talasnog vektora. U opstem sluc¢aju impuls
¢ak i ne mora biti odrzan, fonon moze predati resetki deo svog impulsa u diskretnim vrednostima,
zato je ispravnije reéi da je to kvaziimpuls!

Sada se kristal moze zamisliti kao ,sud” koji sadrzi fononski gas, a proucavanje dinamickih
osobina kristala se svodi na reSavanje dinamike ovoga gasa, za Sta postoje razradene metode.
Ovo je, zapravo, svrha uvodenja svih kvazicesticnih modela. Sa temperaturom rastu amplitude
oscilovanja atoma, a time i broj fonona. Ako sistem nije snazno pobuden, broj fonona je dovoljno
mali da mozemo zanemariti njihovu medusobnu interakciju, pa imamo idealan kvantni gas. Ova
situacija vazi u relativno sirokom pojasu temperatura, jer amplitude oscilovanja atoma u ¢vrstom
telu slabo rastu sa temperaturom i ostaju male (u poredenju sa meduatomskim rastojanjem) cak
i u bliskoj okolini agregatnog faznog prelaza. Tecno stanje nije rezultat ,miksovanja” atoma,
zbog velikih amplituda oscilovanja, nego je rezultat energetski optimalnije konfiguracije sistema
na temperaturi prelaza. Tada je vrednost slobodne energije manja, ako sistem zauzme izotropnu
konfiguraciju. Medutim, mnogo pre agregatnog prelaza, verovatno je da ¢e se dogoditi neki
strukturni fazni prelaz (II vrste), kada se gubi konfiguracija proste kubne resetke. Dobra procena
gornje temperaturne granice primenljivosti fononskog modela je sledeca:

- Neka je wp — Debajeva frekvencija, kojoj odgovara maksimalna vrednost talasnog vektora.
S obzirom da su sve dozvoljene vrednosti k£ u I Briluenovoj zoni i da je struktura prosta
kubna sa parametrom elementarne ¢elije a, maksimalno k je:

™3

kp = . 413
D " (4.13)

- Neka se mehanicki talasi kroz kristal prostiru brzinom zvuka c. Tada ¢e tzv. Debajeva
temperatura biti:

hop _ hekp _ mvshe o g (4.14)

T =
b k’B lfB CLk’B
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Mada je s obzirom na mogucénost strukturnog prelaza, najbolje ograditi se i re¢i da je harmonijska
aproksimacija, koja ne podrazumeva interakcije medu fononima i svodi termodinamiku ¢vrstog
tela na termodinamiku idealnog bozonskog gasa fonona, dobra u onom opsegu temperatura daleko
od tacke faznog prelaza, bilo I ili II vrste.

Fononi, kao toplotna pobudenja, su uvek prisutni podsistem, u ¢vrstom telu na temperaturi
vec¢oj od nulte i kao takvi uti¢u na ponasanje svih ostalih elementarnih pobudenja koja se mogu
pojaviti. Oni su osnovni ¢inioci koji odreduju osobine i ponasanje kristalnog sistema.
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4.3 Fononski podsistem u tankim kristalnim filmovima

Kristalni film je struktura sa narusenom translacionom simetrijom u jednom pravcu. Ovde
je analiziran ultratanki film, beskonacan (translatorno invarijantan) u X0Y ravni, sa nanometa-
rskom debljinom u pravcu z-ose. Osnovna posledica narusSenja simetrije bi¢e prostorna zavisnost
fizickih karakteristika filma, gde ¢e sve fizicke veli¢ine zavisiti od indeksan, = 0,1,..., N, kojim
se numerisu kristalografske ravni u z-pravcu. Ozbiljnost analize zavisi od uzetih grani¢nih uslova.
Ovde ¢e se uzeti u obzir najprostiji slucaj slobodnih povrsina, sto znaci da su Hukove konstante
u prvoj i poslednjoj ravni iste kao i u unutrasnjim i da slojevi sa indeksiman, < —1in, > N,+1
ne postoje.

Analiza ¢e biti izvrSena tehnikom dvovremenskih temperaturskih retardovanih Grinovih fu-
nkcija. To je jedini zatvoreni postupak. To znaci da njime resavamo i kvantnomehanicki deo
problema (nalazenje zakona disperzije i vremena zivota kvaziCestica) i to reSavanjem zakona
kretanja Grinove funkcije. A onda, iz spektralne intenzivnosti Grinove funkcije dobijamo i srednje
vrednosti proizvoda operatora, a to je statisticki deo problema (npr. nalazenje koncentracija).

4.3.1 Grinova funkcija tipa pomeraj-pomeraj

Hamiltonijan idealne kristalne strukture, sa prostom kubnom resetkom u aproksimaciji na-
jblizih suseda je dat u (4.3). U razvijenom obliku, uz zanemarene torzione Hukove konstante on
ima oblik:

24 Ca
H:Z%—F Z IX

angnyny
X [(ua,nz+1,ny,nz - ua,ngc,ny,nz)2 + (ua,nzfl,ny,nz - ua,nz,ny,nz)Q—i_ (415>
+ (ua,nx,ny-i-l,nz - ua,nx,ny,nz>2 + (uoe,nm,ny—l,nz - uamx,ny,nz)z_’_
+ (uoc,nx,ny,nz-i-l - ua,nx,ny,nz>2 + (ua,nx,ny,nz—l - uamm,ny,nz)ﬂ )

pri ¢emu operatori uez 1 pai = Muaz zadovoljavaju navedene standardne komutacione relacije
(4.11). Grinova funkcija tipa pomeraj-pomeraj ovog idealnog sistema je:

Gi a(t = 1) = K Ugz(t) [tam(t’) > =O(t = 1) <[uam(t), tam(t)] >0 .
Dvostrukim diferenciranjem ovog izraza, dobija se:

2 _
Md— G%m(t — tl) = —’ihéﬁ,mé(t - t/) + %

d? <[Pt H(1)]s tain (t')] >0 - (4.16)

Sves¢éemo ovu diferencijalnu jednac¢inu na algebarsku putem Furije transformacije t — w. U
fizickom smislu ovo znaci prelazak sa prostornih pomeraja na energetske promene. Pri ovome
¢emo uzeti da je t’ = 0, Sto ¢ini standardnu, dozvoljenu olaksicu. Dakle,

—+00 “+oo

Ginlt) = [doe ™Gl dlt—t)= o= [ dve (4.17)

—00 — 00
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pa se nakon transformacije dobija:

th 1
—MwQG%‘ﬁ(w) = —%57‘1’77?1 + E < [ o, H“ua’m >, (4.18)

Pri ¢emu w u indeksu oznacava koji ¢e argument imati vise Grinove funkcije. One se pojavljuju
pri razvijanju komutatora:

[pﬁ,mr,my,mza H:| = Z %X

angnyn;

X 2 pﬁ7mz7m Mz (ua,nz,n Mz uaynz"l‘]-»n »nz) (ua,nz,n Mz uaynz+17n 7nz)+
Y Y Y Y Y

+ 2 pﬁ,mz,m ;M) (ua,nz,n Mz U’a:nz*lvn »nz) (ua,nz,n Mz uaynzfl’n anz)_'_
Y Y Y Y Y

+ 2 pﬁamx:m sz (ua,TLa;JL Mz uaynx,n +1,nz) (ua,nxan Mz uaynx,n +1,7Lz)+
Yy Y Y Y Y

+ 2 pﬁvmwvm ;M2 (uaynwvn’ Mz uoz,nw,n _17nz) (uaynwvn' Mz uoz,nw,n, _17nz)+
Y Yy Y Yy Yy

+ 2 p,@,mz,m ;M2 (ua,nz,n Mz ua,nz,n anz+1) (ua,nz,n Mz ua,nz,n 7nz+1)+
Y Y Y Y Y

s MMy, Mz ) ang,ny,nz — Yang,nynz—1 ang,ny,nz — Yang,ny,nz—1 =
+ 2 p,@ y (u Y u Y ) <u Yy u Yy ) )
. Co
= —ih E 75045 X
angnyn;

X {(57_1:777_’3, - n:l:+17m1 5ny7my Nz 7mz)(u0¢7nzvnyynz Uq Ng+1 ny:nz>+

+ (617?1 - -1 mz(snyymy nz,m z)(ua,nzanyanz - U’aynzflvny» z)_'_

+ (5_',7ﬁ - 6ng;7mz 6ny+1 my nz7 Z)(uoz,nz,ny,nz — Uq N ny+1n, )“‘

,m Ng,MgYny—1m nz, 2 QN Mgy My a,Ng,Ny—1n,

+ (bam—0 Ony—1,m, ) (u s — U ) )+

+ (5_‘77?74 5nz7mz 5ny»my nz+1 mz)<uaynzvny7nz U nz»nyanz+1)+

+ (5 1M 5nz7mz 5nyymy —1m; ) (uaynzvnyvnz Ug, Nz My Nz — )})

- _ZhCB (6u/8,mzvmy:mz - uﬁymz‘i‘l»myvmz - U/B’mz_lvmyymz_

- uﬁvmz’my‘i‘l’mz - uﬁ’mz:my_lymz - uﬁ:mz’myvmz+1 - U/B’mz:my,mz_l) :

Zamenom komutatora u prethodnu jednacinu, dobija se diferencna jednacina po diskretnom
indeksu 7:

Mw*Ge e G C. (6G°
N My Mz, Mg, My , 1Mz 27T N, Mg ¥ Ny, My “ Nz, M N My Mz, Mg, My , 1Mz
a « e
—Go e G . (4.19)
Nz +1,1y,12, Mg, My, m Ng—1,Ny, Nz, Mg My, M2 Ng Ny +1,nz,mg,my,m;
Al Al alr )
Nng,Ny—1,nz,mg,my,m; Ng,Ny,Nz+1,mz,my,m; NNy ,Nz—1,mg,my,mz )

Kao sto je kontinualna Furije transformacija (4.17) posluzila da se diferencijalna jednacina svede
na algebarsku po drugom argumentu, tako ¢e diskretna Furije transformacija posluziti da se ova
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diferencna jednacina svede na algebarsku. U fizickom smislu ova transformacija znaci prelazak
iz normalne u recipro¢nu resetku (7 — k). Da je struktura idealna, tj. translatorno invarijantna
u svim pravcima primenila bi se dakle:

o
G

T 1 o T
- —i(i—m)k N . L E —i(—m)k
k

i zamenom u prethodnu jednacinu dobio bi se sistem istih jednacina:
il
- onCy,

2
[ <_) + 2(cos ak, + cos ak, + cos ak, — 3)} Giw)

Odavde sledi eksplicitna forma funkcije Grina:

ih 1 1
G2 = — ) 4.21
k<w> 47TMW1% (w—wg w+wg> ( )

Zakon disperzije za fonone sledi iz realnog dela polova Grinove funkcije, to jest:

- ks k k.
Eo(k) = hwi = 2Ea\/sin2 % +sin2 20 4 gin2 2

4.22
. >, (422)

gde je E, = hQ, = h\/Cy/M. Ovaj rezultat je ve¢ dobijen na osnovu klasi¢nog zakona
kretanja u relaciji (4.7). U aproksimaciji malih talasnih vektora, mogu se zanemariti sinusne
funkcije i tako dolazimo do poznate relacije za energije akustickih fonona u idealnoj strukturi,
prethodno dobijene klasi¢nim putem u relacijama (4.8), (4.9) i (4.12). Dalje, primetimo kako
se Grinove funkcije po koordinatnim pravcima «, medusobno razlikuju samo onda kada Hukove
konstante istezanja nisu iste. Ako uzmemo da je C7, = Cy = C3 = C, §to je tatno za kubnu
strukturu, vise ne moramo vudci indeks «, jer su sve 3 funkcije iste.

Medutim, struktura koja se proucava nije translatorno invarijantna u jednom pravcu. Zbog
ovoga transformaciju (4.20) nije moguce primeniti bez modifikacije. Nju mozemo nazvati nepot-
puni diskretni Furije transform, jer se po indeksima n, i n, mozemo resiti diferencne jednacine,
ali po n, ne. Zbog toga uvodimo:

1

N, N,
Y kky

Grm(w) = elake(na—ma)Fiaky(ny=my) A (ko kW) (4.23)

f p— 5nzmz taky (Ng—mg ) +iaky (ny—my)
n N e )

Y kuky

S
5

Zamenjivanjem ovoga u izraz (4.19), dobija se diferencna jednacina samo po diskretnom argu-
mentu n, (nadalje ¢e se radi preglednosti zavisnost A, ,,. od k., k,, w podrazumevati):

Anz+17mz + Anz_lymz + pATLanz = Fnzmza (424)
gde su:
k ak h 1
— 22 gein? X g2y o p M . 49
P C w sin 9 Sin 5 s Ny ,My on C Nny,mz ( 5)
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Dobijena je diferencna jednac¢ina po amplitudama Grinove funkcije fonona, kristalne strukture,
analizirana u poglavlju 3.3. Koeficijent p, zavisi¢e od n,, samo onda kada Hukove konstante zavise
od sloja. S obzirom na polaznu pretpostavku o slobodnim povrsinama, C' ne zavisi od indeksa
sloja, pa samim tim je i p konstantan koeficijent, sto u velikoj meri olaksava dalje proracune.
Sada primenimo grani¢ne uslove, pa kompletni sistem diferencnih jednacina ima oblik:

n, = 0: Al,mz + pAO,mz = Fovmz (426)
1> n, < Nz : Anz+1,mz + Anz—l,mz + pAnz,mz = }71712,771Z (427)
n, = Nz . /hvz’mZ + pANz,mz = FNz,mz (428)

Kao posledica primene grani¢nih uslova, jedna¢ina se raspada na sistem diferencnih jednacina II
reda sa konstantnim koeficijentima. ReSenje ¢emo traziti u obliku linearne kombinacije sinusnih
funkcija (koje su svojstvene funkcije operatora 77 +71-1):
N,
Apm, = Z Ay, (W, kg, ky) sin(n, + 1), (4.29)

p=to

gde su a,,,, nepoznati koeficijenti koje treba odrediti. Zamenom reSenja (4.29) u jednacinu
(4.27), dobija se:

NI

: ih 1
D G, (2080, + p) sin(n + 1)@ = 5= =bu . (4.30)
B=po
a zamenom resenja (4.29) u jednacinu (4.26):
a | ih 1
MZM Aym, (2cosp, + p)sing,, = %E(Somz- (4.31)
=HO0

Poredenjem poslednja dva izraza zakljucuje se da (4.31) sledi iz (4.30), ako se u njemu zameni
vrednost n, = 0. Dakle, resenje jednacine (4.27) kao specijalan slu¢aj u sebi sadrzi i resenje
jednacine (4.26).

Zamenimo sada resenje (4.29) u jednacinu (4.28). Dobija se:

th 1

L . 4.32
27_‘_ C NZ7 z ( )

N
D G, (5in Nog, + psin(N, + 1)) =

H=Ho

Cilj je da se i ova jednacina svede na specijalan slucaj jednac¢ine (4.30) kada n, = NV,, jer onda
za ceo sistem vazi jedinstveno resenje (4.29). S obzirom na identitet:

sin N, + psin(N, + 1), = (2cos g, + p)sin(N, + 1)p,, — sin(N, + 2)¢,,

vidimo da ¢e nas zahtev biti ispunjen kada ¢, zadovoljava:

sin(N, +2)p, =0 = Oy = w=12 ... N,+1 (4.33)
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Tada se i treéa jednacina (4.28) svodi na specijalan slucaj druge (4.27) kada je n, = N,. Na
ovome mestu treba istaéi izomorfizam transformacije (4.29), jer se vidi da impulsni indeks pu,
uzima isti broj vrednosti kao i prostorni indeks n.. Posledica ovoga je da se fononi pojavljuju
u svim slojevima. Da je transformacija holomorfna, njihova pojava bi odsustvovala u nekim
slojevima, Sto je slucaj koji postoji kod drugih kvazicestica.

Zamenimo nadene dozvoljene vrednosti ugla ¢, u pretpostavljeno resenje (4.29):

N.+1

. T
Anom, = g;; . (W, ke, k) sin(n, +_1)sz4—2' (4.34)

Sada je jasno zasto je nacinjen ovakav izbor za pretpostavljeno resenje, jer se vidi jaka analo-
gija sa reSavanjem parcijalnih diferencijalnih jednacina (primetiti da funkcija A zavisi od dva
diskretna argumenta, a samo po jednom se diskretno diferencira). Dakle, izbor je pao na sinusne
funkcije zbog slede¢ih razloga.

1. To su svojstvene funkcije operatora Ty +T-.. A reSenje se trazi kao razvoj po svojstvenim
funkcijama, gde je a,, . (w, ks, k) reprezentacija funkcije A, ,,. u bazi svojstvenih funkcija.
Kako je spektar operatora nedegenerisan, broj svojstvenih funkcija odgovara broju slojeva.

2. Svojstvene funkcije su ortogonalne, jer je operator ermitski.

3. Argument ¢, je izabran tako da svojstvene funkcije zadovoljavaju iste grani¢ne uslove kao
i nepoznata funkcija

Sve ovo garantuje najprostiji put do resenja. Dakle, za sve vrednosti indeksa n, vazice jedinstvena
jednacina (4.27), odnosno (4.30), odnosno kada zamenimo dozvoljene vrednosti ugla ¢,,:

piany T T ih 1
HZ:I Qym, (2 cos N 12 + p)sin(n, + 1) N.42- %Eénz,mz' (4.35)

Sada sledi poslednji i kljuéni potez, a to je napisati Kronekerov simbol tako da se nepoznato
ay,m, moze odrediti. Kronekera mozemo da napiSemo u reprezentaciji stojecih talasa:

N.+1
sin(n, + 1)
pn=1

2
5n my —
2 N, 42

sin(m, + 1) —— (4.36)

T
N, +2 N, 4+ 2’

zahvaljujuci ortogonalnosti sinusnih funkcija. Sa druge strane malo prilagodimo i oblik parametra

Qpm,
2 : T
G = N5 204(1%, ky, p,w) sin(m, + 1)NZ 2 (4.37)
i sada zamenimo (4.36) i (4.37) u jednacinu (4.35), nakon ¢ega konacno dobijamo:
ho 1 1
Ak, by, 1, 0) = - (4.38)

T, 9ees TP
p+ COSNZ+2
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Iz (4.23), jasno je da su singulariteti od a(ky, ky, 1, w), istovremeno i polovi Grinove funkcije, a
ako u prethodnu jedna¢inu zamenimo p iz (4.25), ona postaje:

h 1 1 1 1
kg, by, 1, w) = ~ (w ) . (4.39)

27T M 2wkx7ky7u - wkz,ky,ﬂ w + wkxykyyﬂ

Dakle, zakon disperzije fonona u tankom kristalnom filmu kubne strukture dobija se u obliku:

ky . ,ak :
By (ks ky) = Twp, b, 0 = QE\/sin2 % +sin? 22 4 gin? —F (4.40)

2 2(N. +2)

dakle, kao i kod idealne strukture (4.22), zavisnost energije od impulsa fonona je periodi¢na
funkcija, ali novina je da u pravcu u kome nema translacione invarijantnosti ona zavisi od broja
slojeva, kao i od indeksa sloja p. Ovim je zavrsena kvantno-mehanicka analiza problema.

Tehnika Grinovih funkcija, takode, resava i kvantno-statisticki deo problema, a to je nalazenje
srednje vrednosti operatora pomocu spektralne intenzivnosti Grinove funkcije. Za pocetak,
neophodan je eksplicitni oblik Grinove funkcije, s toga zamenimo (4.39), (4.37) i (4.29) u (4.23)
i dobijamo:

N.+1

ih 1 . .
Gﬁm _ iaks (ng—mg)+iaky (ny—my) %
W) = NN, PP

kaky p=1

sin(m, + 1)—b—x (4.41)

X sin(n, + 1) N1 2

s
N, +2

» 1 < 1 1 >
wkx7ky7M w = wkxykyvll w + wkkayvli ‘
Spektralna intenzivnost Grinove funkcije je po definiciji data sa:

I(;(w) ~ lim Gﬁm(w + Zd) — Gﬁ,ﬁ(w — 15)

h
§—0F e —1

(4.42)

Ako se u ovaj izraz zameni nadeni oblik Grinove funkcije i pri sredivanju iskoristi simbolicka
relacija:

P{wiw}zp{i}xmé(w). (4.43)

Ova relacija se naziva simbolicka, jer zapravo ima smisla samo pod integralom, ali spektralna
intenzivnost i jeste podintegralna funkcija. Dakle dobija se:

N.+1

h 1 ) A
I _ taky (ne—mg)+iaky (ny—my)
o) =71 N,N,(N, +2) PIDIL X

kaky p=1

g . v
,+ 1 X 4.44
N, o omime D5 (444)
» 1 5(w — wkm7kyaﬂ) — (5(w + wkz,ky,ﬂ)
Why Kyt e'w —1 '

X sin(n, + 1)
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Konacno, inverznom vremenskom Furije transformacijom, dobijamo reSenje polazne jednacine
kretanja (4.16) po korelacionoj funkeiji, koja je u stvari srednja vrednost proizvoda dva operatora
pomeraja u razli¢itim trenucima vremena:

+o0
< wn(O0)]us(t) >= / dw e [(w). (4.45)
Zamenom I (w) iz (4.44) u gornji definicioni izraz dobija se:

N.+1

h 1 . .
< U“(O)|Uﬁ(t) > = — ezakw(”ﬁ_m$)+zaky("y—my) x
i M N,N,(N, +2) kz;; ;

T
N, +2 N, +2

1 eflwkmky»ut elwkzxkyyut
X J—
"k ky "k ky ’
wkmkyvﬂ e% —1 ef% —1

a stavljajuéi m = 7 i t = 0, dobija se srednja vrednost kvadrata atomskih pomeraja:

x sin(n, + 1)

sin(m, + 1)

X (4.46)

<= ! X
"= M N,N,(N, +2)
N.+1

1

7-‘-1u th hwkw,ky“u

sin2(nz+1)Nz+2c 59

(4.47)
To je veoma znacajna velicina iz koje se mogu dobiti: potencijalna energija sistema mehanickih

oscilacija, gustina kristala i niz drugih termodinamickih karakteristika. Vidi se da ona zavisi od
indeksa sloja n, i broja slojeva N,.

4.3.2 Grinova funkcija tipa impuls-impuls
Ova Grinova funkcija se definise na sledeéi nacin:
it = 1) = < paa(t)lpam(t’) > = O(t = t') <[paa(t), pam(t’)] >0 (4.48)

Da bi se dobila srednja vrednost kvadrata impulsa, trebalo bi ponoviti celu mukotrpnu proceduru
iz prethodnog odeljka. Na srec¢u postoji i jedna elegantna precica. Prvo se mora obratiti paznja
na relaciju (4.46), a zatim i na situaciju (4.17) kada je promenljiva ¢’ zamenjena nulom. Da je
ova promenljiva sve vreme bila ,vucena” kroz racun, za srednju vrednost proizvoda pomeraja u
razli¢itim vremenskim trenucima dobilo bi se:

N.+1

h 1 A .
< ug () |un(t) > = — olka (ne—ma)tiaky (ny—my) o
M NyN,(N, +2) ’;ky MZ;

s T
N, +2 N, +2

1 e_iwkanky”u(t_t/) eiwka:vkya#(t_t/)
X — .
hwkz,kyyu _hwkzykyvll«

Whakyn \ e -1 e o —1

x sin(n, + 1)

sin(m, + 1)

X (4.49)




Backovi¢ Danilo Operatorsko resavange diferencnih jednacina v nanostrukture 30

Sada mozemo ,iskonstruisati” vezu koordinate i impulsa:

d d
mtl ﬁt EMZ—— mt/ ﬁt
< palt)lpa(t) > = M? = < u(t)]us(t) >,

pa sprovodenjem operacija diferenciranja nad izrazom (4.49) dobija se:

N+1

hM , .
< pa(t)|pa(t) > = ik (na—ma)+iak, (ny—my) o
N,N,(N. +2) ;;; ;

T T
N, +2 N, +2

e—iwkz,ky“u(t—t/) eiwkz,ky“u(t_t/)
X Wiy oy Fiogy T T hog,, :

ky,p ky, 1
e @ -1 e 0 -1

x sin(n, + 1) sin(m, + 1) X (4.50)

Stavljajuéi m = 7n i t = t’, dobija se srednja vrednost kvadrata impulsa oscilovanja u ¢voru
resetke:

hM
<pp>= 4.51
P = = NN, (N, +2) " (4.51)
N.+1 - hwp &
) ko ky,p
X kEk ;1 Wiy ky SN (12 + 1) N, 12 cth TR (4.52)

Ovo je, takode, vazan podatak iz koga se racuna: kineticka energija sistema, koeficijent difuzije
i druge karakteristike filma. Takode zavisi od indeksa sloja n., kao i od broja slojeva N — Z.

4.4 Analiza nekih fizickih karakteristika tankih filmova

Mikroanaliza, koja je zavrSena nalazenjem zakona disperzije i srednjih vrednosti kvadrata
pomeraja i impulsa, pokazuje da ¢e fizicke karakteristike filma zavisiti od prostorne koordinate
duz koje je translaciona simetrija naruSena, kao i od broja slojeva. Upravo je ova ¢injenica
odgovorna za sve posebnosti filma u odnosu na idealnu strukturu.

4.4.1 Fononski zakon disperzije

Za idealnu strukturu vazi zakon dat pod (4.22). Dakle masivna struktura, sa prostom
reSetkom ima minimalnu energiju fonona za k = 0:

Epin = 0. (4.53)

Za tanki film fononski zakon disperzije je dat sa (4.40). S obzirom da je indeks u pocinje od
jedinice, minimalna energija fonona za k, = k, = 0 je:

EO,O,l = 2h{)sin (454)

i
2(N, +2)
Dakle tanki film ima neki energetski prag (,gap”), ispod koga pojava fonona nije moguca, tj.
postoje samo nulte oscilacije kristalne resetke. Ovaj prag opada sa porastom broja slojeva. Neke
vrednosti minimalne energije su date u tabeli:
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N. Epin/kp [K]  Enmm [1073eV]

2 28.1 2.424
) 16.3 1.409
10 9.6 0.827

Za vrednost Debajeve energije je uzeto fp = hQ) = 200kg/mv/3. Vidi se da u troslojnom
filmu postoje samo nulte oscilacije sve do temperature od 28 K. To znaci da se, sa aspekta
kretanja elektrona, tanak film do te temperature ponasa kao masivna struktura na apsolutnoj
nuli, kada se elektroni kre¢u bez otpora. Treba imati u vidu da bezotporno kretanje elektrona i
superprovodljivost nisu fenomeni sa istim uzrokom, ali da fenomenoloski imaju istu posledicu -
proticanje elektricne struje kroz uzorak bez merljivog otpora.

4.4.2 Kineticka energija po slojevima

Srednja vrednost kineticke energije po atomu je data sa:

1
<Thi>=— <p?>. 4.55
ong P (4.55)

Kada se u izraz zameni (4.51) i nakon toga:
e Prede sa sumiranja po k.k,, na integraciju, prema:

kmam

27
N, N, a2 2
P /dgp /dkk:; kmwzi, (4.56)
2m)?
0 0

ke ky ( a

a zatim smeni promenljiva ¢ = ak.

e Uradi aproksimacija malih talasnih vektora, Sto znaci da se u (4.40) sinusne funkcije od k,
i k, zamene sa njihovim uglovima, dobija se:

N.+1

32 1 T
Ty >=—r > sin’(n. + 1 4.
<Ti>=—- NZ+2ulem(n+)Nz+2x (4.57)
V2

hQ2 i
2 4 4sin? P cth (20 [ + 4sin? —— 2 )
X /dqq\/q + 4sin 3N, +2) ct 20 q° + 4sin 3N, +2)

0

U tabeli su date vrednosti za troslojni film (N, = 2), na nekim temperaturama, pri ¢emu je uzeto
da je Debajeva temperatura 0p = hQ) = 200k /m/3:

n, < Tz > [1072]]
0K 100 K 200 K

0 5,953 11,0179 20,1577
1 5942 11,0177 20,1576
2 5,953 11,0179 20,1577
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Ove vrednosti ukljucuju i kineticku energiju nultih oscilacija. U Debajevoj teoriji fonona energija
nultih oscilacija se ne uzima u obzir, pa ukoliko je potrebno uvek se mogu vrednosti na 0K oduzeti.
Cinjenice koje proizilaze is navedenih brojeva su:

— kineticka energija zavisi od indeksa sloja,
— mna nizim temperaturama su vece razlike izmedu slojeva,

— slaba je funkcija od temperature.

4.4.3 Potencijalna energija po slojevima

Na osnovu jednacine (4.15), jasno je da je potencijalna energija po jednom atomu, pod
uslovom jednakosti Hukovih konstanti istezanja u sva tri pravca data izrazom:

Wﬁ - 20 [(unx—l—l,ny,nz - unm,ny,n2>2 + (Ungc—l,ny,nz - unm,ny,nz)z—i_
(un_r,ny—i-l,nz - unm,ny,nz>2 + (unm,ny—l,nz - unz,ny,nz)2+ (458)

(unl,ny,anrl - unz,ny,nz>2 + (unz,ny,nzfl - unx,ny,nz)2 .
Radi izracunavanja srednje potencijalne energije po atomu: < Wj >, neophodno je znati srednju

vrednost proizvoda operatora koordinate u istom vremenskom trenutku, ali razli¢itim tackama
(¢vorovima). Na osnovu jednacine (4.46), sledi:

N.+1

h 1
< Umy.my,m 0 o T T2 0) > = takz (Ng—mg)+iaky (ny— my)><
tnsy e (O) ey - (0) MNN(N+21;;Q
xRy

sin(m, + 1) Nﬂi 5 (4.59)

x sin(n, + 1)N7r+ 5
1 hwky, ky, 10

X cth
Wk, eyt 29

Ako se ovim putem razviju, na primer, prva dva sabirka iz (4.58), dobija se relacija:

2
< (unz:l:l,ny,nz - unszyanz) >=

< unz:tl Ny, Nz > 2 < unac:tl ny,nzunaﬁ Ny,Nz > + < unz,ny,nz >=
N.+1
h - 1 vy hwk k
il P L+ 1 cth Al
M NN, N+2 220 ke et Dy 20

kxky pn=1

Zbog velikog broja atoma (~ 10%) u z i y pravcima, skokovi talasnih vektora k, i k, su vrlo
sitni, pa se mogu aproksimirati kao kontinualne promenljive, Sto znac¢i prelazak sa sumiranja na
integraciju. Takode problem ima takvu simetriju koja zahteva prelazak sa Dekartovih na polarne
koordinate. Time dobijamo identi¢nu transformaciju onoj ve¢ primenjenoj u racunu za srednju
kineticku energiju po atomu (4.56). Pri integrisanju izraza bitno je uociti sledece:

. k.
2(1 — eFiks) = 45in? % F 2isinak, .
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S obzirom da se integracija vrsi u I Briluenovoj zoni (—7/a,7/a), imaginarni ¢lan iz prethodnog
izraza, koji sadrzi neparnu funkciju, pomnozen sa ostatkom izraza koji je paran (jer je i zakon
disperzije fonona parna funkcija) daje neparnu funkciju koja se onda integrali u simetri¢nim
granicama, $to kao rezultat daje nulu. Zato (u skladu sa fizickim smislom) ostaje samo realni
deo i on je oblika:

N.+1

h 1 o T
- 1 . 4.
MQ4n(N, + 2) ; ol sin(ne + 1) 7725 (4.60)

2
< (unxilvny»nz - U’na:v”yanz) >

Pri ¢emu je, radi preglednosti, uvedeno:

Iz prethodne analize postaje jasno, da je:

2 2
< (unxilynyynz - unxanyynz) >=< (unxynyilynz - unz7ny7nz) >

Znaci druga dva sabirka izraza (4.58), daju isto resenje (4.60).
Istim rezonovanjem, dakle koristedi relaciju (4.59), a zatim prelaskom sa sumiranja na inte-
graciju po (4.56), dobijaju se preostala dva sabirka iz (4.58):

2 h 2
< (unaﬂ7ny7nz+1 - unﬁfvny’nz) > :MQ W(Nz _I_ 2) .
No+1
. T o _TH 21 +3
J 2
X Z 1(p) sin 2(N, + 2) cos N,+2 2
pn=1
" ) (4.61)
< (unxanyvnz_l - unx’ny,nz)2 > :MQ ,n-(N + 2) X
No+1
_ T o T 2n,+1
X J 2 :
; 1(M)Sln 2(N2+2) Ccos N, +2 5

Zamenjujuci nadene srednje vrednosti proizvoda operatora (4.60) i (4.61) u zakon za potencijalnu
energiju (4.58), dobija se kao krajnji izraz:

N.+1

<Wz>="" Z [Jg(u) sin2(nz +1) T
o

N, +2

2mp v ﬂ
Nz-i—QCOSNZ—i-? .

_|_

+ 2J1(:u) Sin2 ﬁ (]. + COS(nz + ].)

U sledecoj tabeli su date vrednosti za troslojni film (N, = 2), na nekim temperaturama, pri
¢emu je uzeto da je Debajeva temperatura 8p = hQ) = 200k /7/3:
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n, < Wz > [10721]]
0K 100K 200K

0 5,668 10,375 18,951
1 5,932 10,933 19,987
2 5,668 10,375 18,951

Iz tabele se vidi da i potencijalna energija zavisi od sloja, i to tako da je najve¢a u unutrasnjem
sloju, Sto je fizicki opravdano, jer su u grani¢nim slojevima atomi poluslobodni (imaju veéu
kineticku energiju). Takode je slaba funkcija od temperature.

Iz vrednosti kineticke i potencijalne energije nalazi se unutrasnja energija fononskog gasa, a
preko nje sve bitne termodinamicke karakteristike, kao na primer, specificni toplotni kapacitet
po slojevima.
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5 Zakljucak

U radu je prikazan originalan metod operatorskog resavanja homogenih diferencnih jednacina
drugog reda. Ovaj metod uspesno je primenjen na izucavanje ponasanja osnovnih pobudenja u
fizici ¢vrstog stanja — fonona u ultratankim filmovima.

Na osnovu formiranog modela nanokristalnog filma sa slobodnim grani¢nim povrsinama,
sprovedene su analize dobijenog zakona disperzije. Pokazana je i moguénost prostiranja meha-
nickih poremecaja u obliku superpozicije stojec¢ih talasa izrazito diskretnog energetskog spektra
fonona. Pomocu izracunatih Grinovih funkcija tipa pomeraj-pomeraj, impuls-impuls i pomocu
spektralne intenzivnosti Grinovih funkcija odredene su srednje vrednosti kvadrata pomeraja
i kvadrata impulsa, dakle dve fundamentalne karakteristike koje definisu i pomocu kojih su
odredeni izrazi za srednje vrednosti potencijalne i kineticke energije ovog sistema.

Izveden je i vrlo vazan zakljucak da ove veli¢ine zavise od udaljenosti od grani¢nih povrsi,
odnosno, da su definisane za odredenu kristalografsku ravan paralelnu granié¢nim povrsima. Ovaj
dvodimenzioni efekat je ve¢ eksperimentalno uocena pojava, npr. kod visokotemperaturskih
superprovodnih keramika.
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