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1. YBOA

MHoru HayyHUIM TBpAE Aa je ¢u3uka HajBeha mpupoaHa HayKa, OJHOCHO J1a C€ Haja3u Ha
caMOM BpXY NMUpaMujie NMPUPOJHUX Hayka. MehyTum, moctoju MHOro aedara o TOME IITa je
MaTemaTHka. J{a i je To je3uk Qusmuke, BeHO opyhe, MM Mmak HayKa Koja ce pa3Buiia u3 (usuke
Kao notpebda 3a audepeHImjaTHuM paayHoM? MaTemaTuyke METo/e ce KOpHucTe y (HU3uid, HO
MaTeMaTHKa HHj€ CaMO CPEJICTBO H3pakaBama y (U3ULHM, TO jeCT HEe Moxe ce pehu na
npejcTaB/ba camMo je3uk ¢usuke. Pusnka je, Ha NMPBOM MECTy, EKCIEpMMEHTAIHa HaykKa.
ExcniepuMeHTOM ce J0Ka3yjy TeopeMe, MJIU Ce MaK eKCIEPHUMEHTH KOPHUCTE 3a NMPHUKYIJbabe
rmojaTaka Ha OCHOBY KOjux ce yTBplyjy 3akoHumTocTH onpehenux mojaBa. Ca apyre cTpase,
TeopHjcka (pu3MKa pa3Brja Ujaeje Koje ce He MOT'Y IPOBEPUTH eKCIIEPUMEHTAIHUM ITyTeM, Oap He
Ha JIAaHAIEM CTYIEY TEXHOJIOMIKOT pa3Boja. OU3WYKM KOHIENTH, HAYMHHU PAa3MHILIbamkba Ce
KOpUCTE Yy MaTeMaTHIIM, TaKo Jia ce HH 3a (U3MKy He Moxe pehu na mpeicraBiba camo JOMEH
MIpUMEHE MaTeMaTuke, rjae ce oApeheHn QU3NYKU MpoOiieMU pelllaBajy UCKJbYUMBO NMPUMEHOM
MaTeMaTHuKor anapara. @u3nka npyxka ujaeje ¥ MeTojie KOoju ¢y BeoMa OUTHM 3a JajbHU pa3Boj
HOBUX MaT€MAaTHYKUX TEOpHja, Ma YaK W HOBUX AUCHUIUTHHA. DU3MKA je CBOJUM MpobdIeMHuMa
YUYUHHJIA J1a MaTeMaTHKa y ceOu caap>Ku MHOTO (pU3UKeE, Kao IITO j€ TO CIIy4aj ca MaTeMaTHYKOM
¢bu3mKoM, Koja je W Jajb€ MaTeMaTHKa, aJu He OW OWIO KOPEKTHO HETHpaTH HEeHYy Be3y ca
¢uzukom. MaremaTnka U QU3MKa y CPeH0j KO, KAaKBE MX JaHAC MO3HAjeMO, CY CE TOJIHMKO
yAaJbUJIe 1a TOCTaje CBE TEXKE 3aMUCIUTH J1a 00€ MOTY 3ajeTHO (PYHKIIMOHUCATH.

MHore cTBapu y MaTeMaTHIM, KOj€ Ha MPBHU MOTJIel KOHPPOHTHPA]y ca GU3UKOM Cy y CTBapHu ca
BOM yCcKo moBe3aHe. Ca MmojaBoM TeopHje pelaTUBHOCTH U KBaHTHE (DU3HMKE €0 MaTeMaTHUKe
¢dbusuke ce Haryo moveo paspujatu. Ca pa3BojeM anredpe, reOMETpUje U OCTATUX MATEeMAaTHUYKUX
JTUCIUIUIMHA JI07Ia3U 10 cBe Beher moBe3nBama MaTeMaTuke U (hU3MKe, jep Cy BpeMEHOM T'OTOBO
CBE JWCIHMIUIMHE KOje Cy Ce CMaTpajie YACTO MAaTEeMAaTUYKHUM, HAIIe CBO]Y BEIUKY IMPHMEHY Yy
¢usunu. lllta Buie, fonpuHene Cy TOHOIICHY HOBUX TEOPHja M HOBHX IOTJIE/Ia Ha CBET, MOMYT
teopuje ctpyHa. Ca cBe BehoM MpUMEHOM MaTeMaTHUYKUX Teopuja y (PU3UIM MOCTaje jacHO J1a je
MaTeMaTHKa HEOJIBOJUBH J1€0 (PU3UKE.

[IpoyuaBame ucropuje ¢usuxe, 0e3 OCBpTa Ha HUCTOPH]y MaTeMaTuke, U OOpHYyTO, Omio Ou
MOTPEITHO W HEMOTIYHO. Y3uMmajyhu y 003up UCTOPHjCKY AUMEH3H]Y Y Pa3BOjy OBE JIBE HayKe,
Ka0 ¥ HBHXOB OJJHOC y 00pa30BHOM cHCTeMy, Be3a u3Mely mMaTeMeTuke U (PU3MKe ce HE MOXKe
WUTHOPUCATH Y lbUXOBOM MIPOyYaBamy.

dusnyuke U MaTEMaTUYKE TEOpHje Cy Ce MapajeTHO pa3BHjasie, YECTO Kao pe3yiTaT paja JeIHOT
HCTOT HAYYHHKA, Kao IITO je TO cllyyaj ca pa3BojeM MHQUHUTE3UMAIHOT padyyHa M KIIACHYHE
TEOPHjCKE MEXaHHWKe, WM BEKTOPCKE aHali3e M TEOpHje eJIeKTpPOMarHeTHOr moJba. Home
MaTeMaTHYKe TeopHje, Ma U Ilefie TUCHUIUIMHE CYy Cce jaBuie Kao MmoTpeba 3a pemiaBambeM Beh
nocrojehux ¢pu3nukux npoodaema.

W3zyuaBajyhu npupoxy 4oBek ycrBapu m3ydaBa cebe, cBoj yM. OH yHampelhyje He camo cBoje
paszymeBame mpupojie, Beh CBOjy CIOCOOHOCT Jja UCTpaxKyje CTBapH KOje y TOBOJHHO] MEpPU HE
paszyme. Crora je BeoMa OMTHO J1a ce y IpoydaBamy ojpel)eHnX mojaBa MPUCTYIH MapaeTHO ca
CTaHOBHIIITA TOCMaTpama PU3UKE U MaTeMaTHKE.



®dusmka, Kao MPUPOAHA HayKa KOPUCTH MAaTEMaTUKYy Kao j€3MK KOMYHHKamuje. Y Cpelmboj
IKOJIM, MehyTuM, OBO HHje Yy TOTIIYHOCTH J00po mpe3eHToBaHo. [locToju MHOrO mpumepa y
MPAKCU KaJia HACTABHUK MATEMAaTHKE JKeIH MOKa3aTH MPaKTUYHY NIPUMEHY HEKUX jeHaYlHA U
Ha Ta] HAYWMH alCTPaKTHE jeJHAYMHE Koje (UTYpPHUINy y MaTEeMaTHIIM IOBEXKE Ca PEATHHM
npuMepuMa u3 ¢usuke. Yecto ce ngemaBa sJa ce TOM INPWIMKOM afcTpakiyja objalrmbaBa
arniCTPaKIMjoM, IMa TaKO PEATUCTHUYKH TpPHUMEP YCTBApH IMOCTaje HepeanucTudku. CBe OBO
n3a31Ba KOH(PY3HU]y KOJ| yUCHHUKA.

HacraBHuk ¢u3nke je y TOKy CBOT' LIKOJOBaWka MMAa0 MHOTO BHUIIE MAaT€MaTHKE HEro IITO je
HAaCTaBHUK MaTeMaThKe MMao (pu3uKy, Tako na je Oamr oH Taj Koju Ou Tpedasio Ja MOKpeHe
WHUIIM]aTUBY 32 MHTEIPUCAHU MPHUCTYN HACTaBU (PU3UKE U MaTeMaTHKE, KpPO3 pa3He ImpuMmepe H
npoOieMcKe 3a7aTKe KOju ¢c€ MOTy yropeo pa3pahuBaTi Kpo3 OBa JBa IMpeaIMeTa.

WHTepaucuuniMHapHu NPUCTYN y3 Kopullheme caBpeMEHUX TEXHOJIOTHja YMHU MPOLEC yUeHma
MaTeMaTUKe MHOIO 3aHMMJbUBUJUM, JIAKIIMM M MOTHUBHILNE YUYEHHKE Ja CaMU HCTPAXY]y
olpeheHe mojaBe, Kao U Ja CaMM MOCTaBJbajy MPOOIEMCKE CUTYalllje KOje C€ MOTY I0jaBUTH Y
MIPAKCH.

YyeHunuma HUje AOBOJbHO OOjacHUTH mablioHe Mo Kojuma he ma pemraBajy oapehene Bpcte
3a/laTaka, WJIA Ja OJroBapajy Ha onpeheHa mwurama, Beh uxX je MOTpeOHO yYUTH HAYUHY
pasMulUbamka 1 1y0JbeM pazyMeBamy oJpeheHux mojana.

VY mpakcu, cBakd mnpodecop mMaTematuke U (pusmke ce Oap jeIHOM Cycpeo ca MHTamkbUuMa
y4eHHKa: ,,300T dera mMopamo Aa ydumo (usuky/marematuky?® ; , KakBe Be3e ca peaqHUM
KMBOTOM MMa OBO IITO paaumo?* ; ,I'ne ce oBo mpumemyje? OAroBope Ha OBaKBa MHTambA,
KojuMa he ydyeHulu OUTH 3aJOBOJbHU U KOjU he uX MOTUBUCATH 3a J1aJbu Pajl, HUje HU MaJo JIaKo
natu. Y epu caBpeMEHUX KOMYHHKallMja, MHTEPHEeTa, JIake JOCTYMHOCTH MojaTaka OMIIo Koje
BpCTE, HUJE€ JOBOJbHO O0jaCHUTH HEKOME Ja he My TO IITO ce Ha 4acy paaud MOXJa Hekaaa
3arpebaTu y *HUBOTY, 1na he Tana BUIETH MpaBy CBPXY MHTETPAIHOI pauyyHa, peloBa WIM IaK
3aKOHA o/pkKama eHepruje. OBakBa 3Hama y4YeHUKa Cy NMPAKTUYHO HeynoTpeOsbuBa. Texma 3a
[IOBE3MBAKEM 3Hama CIEAM M3 Ipakce, U3 caMe UHAYCTpHje, IIe Ce Kao 3Hame BpE/HYje
HCKJbYYHMBO MIPUMEHUBO 3HAMKE. 300T TOra ce CBE BHIIIE jaBJha MOTpeda 3a MOBE3UBAKHEM HAYKa,
npeJaBambeM Ha 3aHMMJbMBE HAUMHE U MPUAABAEM CBE BUIIIE AK€ IPAKTUYHOM JIEITy.

I{usb oBoOr paja je Ja ce ykake Ha MoTpedy MHTErpUCaHOT MPUCTYIa y HaCTaBH, KOju he HacTaBy
YYMHUTH KBUIUTCTHH]OM M 3aHUMJBHBH]OM, KaKO YUCHHUIIUMA, TaKO U nipodecopuma. Y pany je y
HEKOJIMKO MpUMepa MPUKa3aHO KaKO ce I'paJMBO KOje ce M3ydyaBa Ha 4acOBUMa MaTeMaTHKe
MOHEKaJ MOXE MHOro 0O0Jb€ pa3yMeTH YKOJUKO C€ H3ydaBa Ha NpuMepuMa M3 (U3HKeE.
HeycknaheHocT y HacTaBHUM IporpamuMa (pU3MKe W MaTeMaTUKe IpesicTaB/ba MpodaeM Koju
JIOBOJIM /10 HEZIOBOJLHOT padyMeBama ofpeheHux nojasa y pusuiy. MIHTerprcanu npuctym, Koju
he momohu y pemaBamwy OBOT poOieMa, HHje JIJAKO OCTBAPUTH Y CBUM HAaCTaBHUM jeJMHMLIAMA.
Mebhyrtum, Tamo rae je To moryhe, Tpeba TeXHUTH Ka IITO BeheM MoBe3nBamwy 3HaWka. Y paay cy
JaTy IPUMEPHU KOjHU C€ MOTY KOPHUCTUTH U Ha YaCOBUMa MaTeMaTUKE U Ha 4YacOBUMa (U3UKE.



2. MatemaTuka y pmsnum
2.1. PasnnuunTta rmneguiwuta

Muoru npodecopu U yUeHHUIM ce CIaxy Jia je MaTeMaTuKa jefaH oja HajBehux mpolriema mpu
yuewy (usuke y cpeamoj mkonu. Ilpodecopu ¢usuke ce yecTo M3HEHAAE JOUIMM 3HAHBEM
MaTeMaTHUKE YYEHHWKa Ha 4YacoBHMMa (HU3WKE, YIPKOC HHUXOBOM YCIeXy Ha 4YacoBHUMa
MaTeMaTuke. MHOro myTta ce y4YeHHIUMa Cyrepuiie Aa je MOTpeOHO Ja MHOro BHUIIE paje
MaTeMaTHKy Kako O Owiu ycremHuju y pusunu. Mehytum, matematuka y Gpu3uny HHUje camo
MaTeMaTHKa. JeJHaunHe ¥ MaTeMaTHYKH U3pa3H KOjU ce KOpUCTE Yy (PU3UIM HE CIyXe caMo Ja
n3pase arncTpakTHY Be3y n3Mel)y HEeKUX BelNn4rHa, Beh ciryxe 3a onucuBame pearHux (pU3nIKkux
110jaBa M mpolieca. Je3uk MareMaTHKe KOju ce KOPUCTH Y (PU3MILHM ce pas3iIuKyje O]l OHOT KOjH ce
Kopuctu y wmaremaruud. IIpBo, y Marematumu je wu3bop cumOoiia J0cTa OrpaHHUYEH.
IIpomensbuBe he TOTOBO yBek OWTH X, V, z, f, @ KOHCTaHTe JaTe OpOJHUM BPEAHOCTHMA, WIIH
cumbonuma a, b, ¢, d. Y ¢usnuim ce KOpUCTH MHOTO BUIIIE CUMOOJIA. JeqHaunHe y pu3numm Koje
caJp)ke caMmo jeraH cMMOOJ Cy BeoMa peTke a 3a (U3MUKe KOHCTaHTe ce He Moxe pehu na
Mpe/icTaB/bajy caMo OpojeBe, Beh Be3y HeKMX pealHHX BeJIMYMHA WU 1ojaBa. Takohe, BeoMa ce
pa3nuKyje HauMH MHTeprperanyje oxpehennx cumOona. 3aHUMIBUB je HAYMH MHTEpIpeTaluje
cneneher mpobiema:

Axo je A(x,y)=B(x* +y7) (2.1)
Komuko je  A(r,0)=?

Muoru ¢u3Muapy Kao OArOBOp Ha OBO nuTame aajy A(r,0)= Br’. Pasior je jenHocTaBaH.
Uspas y 3arpamu (x° + y°) je komOuHanuja koja Hajuemhe nozaceha Ha uspas > =x” + y°, rie
7 TIpEe/ICTaBJba PacTOjame HEKOI' Teja, OJHOCHO TadyKe OJ] KOOPIMHATHOT MmoueTka JlekapToBor
KOOPJAMHATHOT cucrema y paBHH. CTora, pacrojame Teia, OJHOCHO Tadke OJ] KOOPJMHATHOT
MOYETKa M3PaXKEH y MOJapHUM KOOpAMHATaMa MOXKE Ja ce MpPEACTaBH ca 7, JOK ce yrao 6
KOPUCTH NIPH MPOjeKLUju Ha x U y ocy. Ca npyre crpane, BehuHa MaTeMaTudapa 61 HHCUCTHpaa
na je tauan onrosop A(r,0)=Blr’+6%). Ibuxoso objammeme JeXH y TOME JAa 3aaaTa
(GyHKIIMja TOBOpU Jla je MOTPeOHO y3eTH CyMy KBajJpara 3aJaTUX aprymMmeHara, U Ty Cymy
NOMHOXXUTH ca B. OBo o6jammewme Jenyje jpocra JjoruyHo. Ilpobirem y oBakBoj
uHTeprpeTamyju, mehytum, je Beoma jennocrasad. He mory ce cabuparu r> u 0° jep Hemajy
ucte jenuHuie! MaremaTnyapu HUCY HABUKIIM J1a y3UMajy y 003Up jeIMHHULIE, T1a je TpeMa ToMe
3a BbUX OBO caOUpame JI03BOJHEHO jep Ha 7 U @ Tienajy UCKJbYUnBO Kao Ha Opojese. [13]

2.2. JegHauvHe y omnsnum

[Tpu pemaBamy npobiema, Gpusnyapu mocraBe jeHAYMHE U3 KOJUX HU3pa3e TPAKEHY BEITUUUHY
MIPEKO OCTANMX Koje (PUTYypHuIly y jeqHaunHaMa, ¥ TeK Taja yoaiyjy OpojHe BPeIHOCTH YMECTO
cumbOona. OBO HEMa Be3e caMo ca jeIHOCTAaBHOIINY y pauyHy, jep (pu3nuyapu jeAHaYlMHE HE BUE
caMO Kao KOMOWHaIu]y pa3inyuTHX cumbosia Beh kao Be3y u3Mel)y peanHuX mpoiieca, LITO
oMoryhaBa MHOTO JaKile MaHUIYJIUCAalke CaMMM (PU3MYKMM BEIMYMHAMa Yy TOKY pelIaBama



jenHaynHa. MHOTH y4eHHIIH, TIOTOTOBO y CBOM IIOYETKY M3y4yaBama (U3UKe, UMajy TeHICHILIU]Y
Ka yOanuBamy OpOjHUX BPEIHOCTH Yy jeHAYMHE, IITO je npe Mmoryhe. Ha oBaj HauuH, jeqHaunHe
3a BUX I0CTajy CIMYHUjE€ OHMM jelHauMHama Koje paje Ha 4acoBMMa MaTeMaTHKe, ca MHOTO
Mame ,,Heno3Hatux ‘. [Ipu ToMe, He BOjie padyHa O jeAMHHUIIAMa KOje MOTy OuTH J00pa mpoBepa
UCIPAaBHOCTH OOpazalia 1 MOCTyIKa paja, Beh ux 10/1ajy Ha Kpajy padyHa.

2.2.1. Teno obelweHO 0 enacTU4Hy onpyry

VYyeHuny ce Mory HaBuhM J1a HE 3aMemyjy IpepaHo OpojHE BPEAHOCTH Y jeAHAYMHE MOMOhy
HU3a 3aJjaTaka y KOjUMa II03HATE€ BEJIMYMHE HHCY H3paXKeHe OpOjHHUM BpeAHOCTHMa Beh
cUMOOJIMMa WJIH 3a7aIi y KOjuMa Cce TPaku He caMo peliermhe HEeKoT pobiema Beh u auckycuja,
Kao Ha npumep y cieaehem 3anatky:

Ha nocmoswy nexcu meno obeweno sa niaghon nomohy nake eracmuune onpyee. Y nouemuom
mpenymky onpyea je neoegpopmucana. Illocmosme ce 3amum noune cnyumamu KOHCMAHMHUM
yopzarwem a. Ilocne xonuxo epemena he ce meno oogojumu 00 nocmoswa? Lllma ce dewasa y
cayuajy Kkaoa maca mena medxcu Hyau, a wma xkaoa medxcu decxonaunocmu? Koeguyujenm
enacmuunocmu onpyee je k, a maca mena m. [7]

Ha Tteno HaBumie aenyje enacTW4Ha cujia, MOLITO ce
onpyra M3ayXyje, U HOpMallHa peakiuja mojiore N .

K 3ajenqHo ca mocTtoJbeM ce kpehe Teno yOp3ameM a ma
BaXXM jeIHAYNHA:
" ma=mg—F —N (2.2)

l a YV TpeHyTKy ozBajama je N =0 ojakie cieau:
Cnuka 2.1. Kperame Tena

00eIIeHOT 0 ONpyTy ma=mg—F (2.3)

ma=mg—kx=mg—k%az‘2 (2.4)

Opnagne je

;= |2mlg—a) (g-a) (2.5)
ka

W3 mocnenme jeqHaynMHE ce BHUIM Ja y CIydajy Kaja maca Teja TeXH HYIH, TaJa U Bpeme
0JIBajama TeJa O MOJAJIOre TEXH HYJH, IITO 3HAYM Ja Ce TEJNO OABaja O] MOJJIOre YHM 3alovHe
KpeTame, a y ciIydajy Kaja maca Tela TeXH OCCKOHAYHOCTH TaJa BpEeME OJBajamba Tela Of
MoJIOre Takohe Teku OECKOHAYHOCTH, M3 Yera Ce MOXKE 3aKJbYYUTH Jia C€ TEJIO HU Y jeIHOM
MoMeHTY Hehe 0/IBojuTh of mojjiore a aa he ce onpyra npBo uzaedopMucaT a 3aTuM qohu 110
MpeKuJia KOHTaKTa u3mely Tesa u onpyre.



2.2.2. doToeneKkTpniHu ecpekar

VY ¢usunm ce jeaHaynHe HE MOTY IpoydaBaTu 0e3 y3uMmama y 003Up HUXOBOT 3Hauewma. Jlen
npumep je dotoenekTpuuHu edekar. DoroenekTpuuHm edekaT je mojaBa eMHCH]e eEKTPOHa ca
MOBPIIMHE METaJa, KaJa jé OCBETJbEH BUAJbUBOM WM YITpaJbyOndacToM cBetiomhy. YKOIUKO
YYCHHUIIM HHUCY 100po ymo3HaTH ca mpupoaoM ¢oroedexrta Moxe gohm mo mpobiema y
TyMauewy OAHoca u3Mel)y BelIMYMHAa KOj€ OIHUCYjy OBY I0jaBy. YUYEHHIMMAa MOXe OUTH
nocraBJbeHO clieehe nurame: AKo Heka epednocm manacke oydxcune céemaocmu A, 00600u 00
moea 0a elekmpoHu He 0y0y eMumoBaHu ca No8puiuHe memana npu oopehenoj epeoHocmu
3aKouHo2 nomeHnyujana, wima hie ce decumu YKOIUKO ce ucmu meman oceemau ceemaouthy eehe
manacHe Oyscure? MHOTH y4eHUIM NMPoOJIeM 1MOCMaTpajy UCKJbYYHMBO MaTeMaTHUKH. Y KOJIMKO
0u ce maxma YUIEeHUKa yCMepula Ha 00JMK AJHINTajHOBE jeHaunHe (oToedeKTa KOju MoBe3yje
3aKOYHU HAloOH U (PPEeKBEHIIH]Y:

hv=A4+eU_, (2.6)

rze je h- IlnaHkoBa KOHCTaHTa, A -U3J1a3HU pajl €IEKTPOHA, e -HaelleKTpHcame elekTpoHa, U -

3aKOYHH HAIlOH, HAIIOH KOjH 3ayCTaBJba CBE EIIEKTPOHE KOjH HAITyCTE METAIHY €JIEKTPOLY, MOXKE
nohM 10 MOTHYHO IMOTPEelIHe WHTepIpeTalyje came MojaBe. YUeHUK O MOrao Jia IpeTHoCTaBH
003upom 0a je je (hpexeenyuja noge3aHa ca MaiacHOM OYHCUHOM, NPOMEHA MALACHe OYIHCUHE
00800U 00 npomeHe @dpeKseHyuje, a NOWMO Y JjeOHAuUuHu caoa Queypuwe Heka Ho8a
@pexseHyuja euule HemMamo HyLy, wmo 00800U 00 Nojase u3oujara eneKmpoHa.

dusnuapu OBy jeJHAUMHY BUJE Kao 3aKOH OJIpJKama €Hepruje; eHepruja kojy (oToH mpenaje
€JIEKTPOHY TPOIIM C€ Ha paJl KOjH je MOoTpebaH eNEeKTPOHY Jla HAIyCTH aTOM. YKOJIMKO je€
eHepruja ¢oroHa Beha oJ u3mMa3HOr pajga, Taj J1€0 c€ MNpeTBapa y KUHETHUYKY EHEeprujy
€JICKTPOHA, KOja Ce Y OBOM CITy4ajy TPOIIHN Ha caBiahuBame 3aKk04HOT HanoHa. CyIITHHA JIEKH y
TOME J1a YKOJIMKO ()OTOH HE Mpesa eIeKTPOHY €HEPrujy JOBOJbHY Ja HAIyCTH aToOM (MUHUMAaJIHA
eHepruja je hv =4 ), jenHaunHa Qortoedexra ce He MOXKE NPUMEHUTH, jep (POTOH HE MOXKE
n30alUTH €JIEKTPOH KOJU MMa HEraTHBHY BPEIHOCT KMHETHYKE €Hepruje, Kako Ou Mopaio aa
ClleI U3 jeJHauYMHe. YKOJIMKO OM ce jeHauMHa IocMaTpajla YUCTO MaTeMaTH4KH, He Ou ce
oOparmwia naxma 1a uzpa3 el IpeiacraBba KMHETHYKY €HEPIrHjy, IITO JOBOAM A0 MOTIIYHO
MOTpelTHe HHTepIpeTanrje came nojase. [13]

2.2.3. Llyn-JleHUoB 3aKOH

Ha wctu HaumH, 4ecTo Moja3u J0 BEJIMKHX TOTemkoha mpu tymadewy Llyn-JleHmoBor 3akoHa
KOJU J1aje m3pa3 3a TOIUIOTY Koja ce ociiobaha y TPOBOJHHUKY KpO3 KOjU MPOTHYE CIIEKTPUIHA

cTpyja:

O=RI* (2.7)



3akoH ce Moxe ¢opmynucatu Ha cieaehu HauuH: Koruyuma monnome koja ce ocio6oou y
NPOBOOHUKY CpA3MeEpHA je Keaopamy jauuHe eleKmpuune cmpyje Koja Kpo3 rezd npomuue,
eleKMpU4HOj OMNOPHOCIMU MO2 NPOBOOHUKA U 8PEMEH) NPOMUYarLa ose cmpyje.

. U .
[Ipobnem Hactaje kana ydeHuuu npumeHe OMoB 3akoH ( 1 =2 ) Ha oBaj obOpa3sal, oaaKie

CIcaun:

0-Y, (2.8)

[Turame koje cTBapa mpobOiiem je cienehe: Vkoauko ce oceru ocrobooumu eeha Konuuuua
monjome, 0a iu_je NOMpPeoHO KOpUCmumuy OmnopHUuK mMaree uiu eefie omnopnocmu?

Osge nBe popmymnanyje [lyn-JleHoBor 3akoHa /1ajy Ha MPBYU MOTJIEA KOHTPAIUKTOPHE OJTrOBOpE,
Jep je y MpBOM cCily4ajy MOTpeOHO KOPUCTUTH OTIOPHHK Behe, a y Apyrom ciaydajy OTIOPHHUK
Mame OTHOPHOCTH. MaTeMaTHuYK{ MOCMaTpaHo, HUje Moryhe JaTtu peleme, jep pazmaTpame
OmWI0 Koje penaiuje, 3a Kojy Mopa aa Baxxu OMOB 3aKOH, IOBOAM 10 BpTE€Ha y Kpyr. Pememe
JeXHU y QU3NYKOM TyMauewy 3akoHa. Konnmuuny Tomore Q ocnobabhajy enekTpoHH NpUITMKOM

»Cylapa‘“ ca aToMUMa ¥ MOJICKYJIUMa y IPOBOAHUKY Kpo3 KOju ce kpehy. JaunHa ctpyje jeqHaka
je Opojy eleKTpOHa KOju y jeIMHHUIM BpeMeHa npol)y Kpo3 jeIMHUILYy MOBPIIMHE MPOBOIHUKA.
To ce Behu Opoj enekTpoHa Kpehe Kpo3 MPOBOJHUK, TO JECT IITO je Behu MHTEH3UTET CTpyje
I, 10 ce ocnobonu Beha konmuumHa TOIUIOTE. Y Cly4ajy KaJa je HAloH KOHCTaHTaH, ca
noBehaweM ornopa no OMOBOM 3aKOHY J0Ja3u J0 CMamemha HHTEH3UTETa CTpyje (UMja jadyrHa
je 0OpHYTO MPOIOPIMOHAIHA OTIIOPY Y KOJIY), Mame €JIEeKTpOoHa I'yOu eHeprujy, na ce ociobdaha

MHOTO Mama KOJWYMHA TOIJIOTE. Y OBOM CJIy4ajy jé KOJWYMHA TOIUIOTE KOja ce€ 0Cio0oau y
2

. U .
MIPOBOJHUKY OOpPHYTO MPONOPILHOHAIHA OTHOPY KOJia, Ia BaXKU jeJHAYMHA Q:?t. Axo je

jaurHa CTpyje Koja MpoJia3u Kpo3 MPOBOJHUK KOHCTAHTHA, ca MoBehameM OTmopa J0ja3u 10
nosehama HarnoHa jep je noTpedHa Beha paziuka noTeHuyjana qa ou ce oapxkao 0poj eneKkTpoHa
KOJU Yy JeIMHHULH BpEMEHa Mposia3u Kpo3 NpoBoAHUK. llomTo uctu Opoj enexkTpoHa KOju y
JEIVHULM BpeMEHa IpoJia3u Kpo3 MPOBOJHUK Hauja3u Ha Behu oTmop, ryou ce BHILIE €Hepruje
ITO 3Hauu JAa ce ociobaha Beha KoJIMYMHA TOIUIOTE, KOja j€ y OBOM CIly4ajy IUPEKTHO

IPONOPIHOHATHA OTIIOPY KOJIa, T1a 32 0Baj CiIydaj Baxku jefHaunHa O = RI’t .

2.3. HeouyeknBaHa peliera

MareMaTHUKH MOJIENH MpPEACTaBJbajy MOhaH anar 3a pemaBame mMojena y ¢usuunu. ITomohy
I00pHX MoJena ce MOXKe MpPEABHIECTH €BOIyIHja (U3MUYKOr CHCTEMa TOKOM BpPEMEHA,
aHAJIM3UPABEM CTamka Y KOME C€ CHUCTEM Hala3H MM Y KOjeM ce Hala3no. MaTeMaTuyku MOJAEIH
MOHEKA]] 1ajy HeOUeKHWBaHa pelerma, onucyjyhu ¢usmuky curyanujy KakBy Qu3u4apu He
OYeKyjy MpH ymnoTpedbu TakBor mozena. OBO 4ecTO JOBOOM 1O CTBapamba HOBUX (PU3MUKUX
MoJIela, TIa ¥ HOBOT TIOTJIE/Ia Ha CBET Y KOMe KUBUMO. Mel)yTum, Heka periema Onucyjy CUCTeM
4Hje MocTojame HHje peanHo. Jlemasa ce na 3a oapeheHy QU3WUYKY CUTyallM]y MOCTOjU BHUIIE
MaTeMaTU4KHUX MOJIeJIa, Kao LITO je TO y cieaehem npumepy.



Kamuon ce xpehe npagonunujcku KoHcmanmuom Opsunom v, . Y momenmy xaoa ce npubaudicu
aymomobuny, Koju ce Hanazu y Opyeoj mpayu, 00 pacmojara S,, aymomooun 3anodurvbe

Kpemarbe u3 Cmarbd Mupogarba y UcCmom npaeyy u cmepy kao u kamuoH. [la nu he oohu oo
cycpema Kamuora u aymomoouna, u yKoauko oohe, nocie koiuko epemena he ce mo oecumu?

Pememe, HapaBHO 3aBUCH OJ] pacTojama s, Op3uHe v, U yOp3ama ayromoouia.

[IyTeBu koje mpena3e KaMHOH U ayTOMOOWJI Cy JJaTH jeTHaYMHaAMA:

s, =vit 1 S, _ar (2.9)
2
Jla ©6u ce cycpenu Mopa /1a BaXKHu:
S, =8, +s, (2.10)
OpaxJie cienu:
2
vi=s,+ 2 2.11)
2
at’> = 2v,t +2s,=0 (2.12)

Marematuuku rienaHo, 1001Mja ce KBajJpaTHa jeJHaYMHA KOja Hy/U JIBa pellieba:

_vk+w/vk2—2as0 f e v,f—2as0 2.13)
= , = .

L Hu
a a

Ha mpBu mornen oBo aenyje 30ymyjyhe jep HU jemHO pellieme ce HEe MOxke 0e3 aprymeHTa
0J10aINTH, 11a CE MOCTaBJ/ba MUTAKE KOJ€ pEelIeHE je TauHo. AHalnu3upajyhu uspas moJ KOpeHOM
MOJKE C€ 3aKJbYUUTH Jla cy Moryha Tpu cueHapuja:

2 .. . . . .

1. v,”" =2as, < 0. Kao pememwa ce no0ujajy KOMIUIEKCHH OpOjeBHU, I1a je CUTyalMja KoOja ce
OIIUCYj€ OBOM jeHAUMHOM HepeasiHa. 1o 3Hauu Ja He BaXU J€IHAKOCT s, =S, +S,, OJaKiIe Ce
MOJK€ 3aKJbyYUTH J1a KaMHOH Hehe cTuhu ayromoOut.

2. vk2 —2as, = 0. Ilpu oBuM ycnoBuMa ce 100ujajy ucTa penema 3a ¢, u t,, ma ce Moxe pehu na

Vk
he kamuoH ctuhu ayromoOuI rnocie BpeMeHa ¢ = — .
a



2 . .
3. v," =2as, > 0.Y oBoM ciyuajy o0a pemiewa, U t, u t,cy peaiHa, riue je t, > t,. ®uznuko
objammeme ce oraena y cneaehem: Kamuon nocne BpeMeHa f, CTUIHE ayTOMOOWJI, IPECTUTHE

ra, a 3aTuUM, IMOCJIC BPpEMCHA tl Ol ITOUCTKAa KpCTama aYTOMO6I/IJ'Ia, aYTOMO6I/IJ'I CYCTHKC KaMHOH,

JI0J1a3H JI0 TIOHOBHOT CyCpeTa ¥ ayTOMOOMJI MPECTH)KE KaMHOH, HAKOH Yera ce BHIIE HUKaJa He
cycpeTHy. MaTeMaTH4YKH MOJIEJH, TOHEKaJ, /1ajy HeKa pellemha Yak U KaJla ce TO O]l ’bUX HU He
ouekyje. [8]

2.4. PenaTnBuCTUYKA U HepernaTMBUCTUYKA KOCMoOrOruja

HepenatuBuctuuka kocMmojoruja BacuoHy Ttpetnpa Kao OecKOHauHy U CTallMOHapHY H
3acHOBaHa je Ha HbyTHOBOM 3akoHy rpaBuTanuje. OBO MoJpa3symMeBa NPUMEHY EYKIUICKE
TEOMETpHj€ y TPOCTOPY HE3aBHCHO O] pacrojelie Mace y WbeMy M OecKoHayHy Op3uHy
rpaBUTallMOHe MHTepakuuje. OBakaB mMozen Bacuone, koju je ayro OMO akTyeiaH, mopeja Tora
IITO C€ CycpeTao ca mapaJoKcuMa HHUje Morao /a o0jacHH I0jaBy I[PBEHOT MOMakKa, OJHOCHO
1I0jaBe MOMepama JMHU]jA y CHEKTPY CBETIIOCTH KOja J0Ja3u ca ylaJbeHHX 3Be3/la Ka I[PBEHOM
JIeNTy CHEKTpa, yciell BUXOBOT yaajbaBama. [IpBH KOCMOJOMIKM MOZEN 3aCHOBaH Ha OIIITO]
TEOPHjH PEIATUBHOCTH j€ U3Tpaguo AJHIITAjH. Y OMNINTO] TEOPUJU PEIATUBHOCTU AjJHILUTAjH je
HUCKOPUCTHO MAaTEeMaTUKy HECYKIHICKE TEeOMETpHje 3a OIMC TpaBUTAlHje Kao Yy3poKa
3aKpUBJHEHOCTH MPOCTOP-BpeMEHA. AJHINTAjH HHUje ycreo Aa Halje pelierme CBOjUX jelHauynHa
Koje O OMUCHBAJIO TEOMETPH]y MPOCTOP-BpEMEHa 3a 1eiry BacuoHy, Koja je mpema TagalimbeM
MUIIJbEHY OMJIa CTaTUYHA, XOMOTeHa M u3oTponHa. [lox yrunajem uieja koje cy Biajgane y
KOCMOJIOTHJU Y TO BpEME OH je pellaBao MpolieM crauuoHapHe Bacuone, u HHje ycmeo aa y
OKBUpUMa XOMOI'€HOI M H30TPOIHOI Mojena Jo0uje cTainuoHapHa pewema. Jla Ou monen
(GyHKIIMOHMCA0, AJHIUTAJH j€ yBEO jeIHY HOBY KOHCTAaHTy y CBOj€ jelHauMHe, TaKO3BaHU
KOCMOJIOIIKM 4IaH, KOJUM J€ OIlMCaHa JONYHCKAa XWIIOTeTHYKa CUjia MPOHOPIHOHAIHA
pactojamy u3Mel)y nBa Tena. Y AJHIITajHOBOM MOJEITY KOCMOJIOIIKAa KOHCTAaHTa UMa BPEIHOCT
Koja 00e30ehyje ma mpu Mpou3BOJHPHO] KOHAYHO] BPEIHOCTH TYCTHHE yBeleHa oa0o0jHa cuia
KOMIICH3Yje CHJTy TPaBUTAIIMOHOT TpUBIaYema. Ha oBaj HauMH je cTannoHapHOCT 0Oe30eheHa.
@DyHKIMja KOCMOJOIIKE KOHCTaHTe OuJia je Ja YPaBHOTEXKHM CHIIy I'paBUTAllMje Ha BEIMKUM
pactojamuMa. @puaman je, HamymTajyhu uaejy o cranmoHapHOCTH BacwoHe, moka3ao nma ce
pelema jeHaYlMHa OIIITEe TEOpUje PEeNaTUBHOCTH MOry Ao0uTH 0Oe3 yBohema KOCMOJIOLIKE
koHcTaHTe. KocMoronika KOHCTaHTa BHIIIE HHUje Omiia moTpeOHa W AJHINTAjH je 3a)KaJlho MITO je
MKaJia U YBEO OBY KOHCTaHTY y CBOje (hopMmyIe.

Mehytum, MHOTH BHJIOBH MPHUPOJIC TAMHE €HEPTrHje, Koja unHU npeko 70% ykymHe eHepruje y
BaCHOHH, jOII YBEK Cy Hermo3HaTH. KocMoJollka KOHCTaHTa je y JIaHAllkhe BPEME jOII YBEK
MpeaIMeT MHOTHX TMoJieMuKa. Mako meHa mpupoaa HHje Yy TMOTIIYHOCTH pacTyMadyeHa, OHa
MpeJICTaBJba HajjeJHOCTABHU]E 00jalllikbekhe YOP3aHOT MINPeHha CBEMUPA.

MareMaTHuKe jeJHAYMHE Cy, Y OBOM Cllyuajy, Jajie OJIrOBOP Ha MHUTame 0 Mojeny Bacuone, yak
MaKko WM HU caM AjHIITajH HUje BepoBao. M He camo To. AHanm3upajyhu jenHaunmHe MoXxe ce
BPILUTH JUCKYyCHja O eBOdyLMju BacuoHe, o ToMe Kako je OHa M3rjejana y IpBUM TpeHyluMa
CBOT TOCTOjaa W mTa he ce ca HOM Jajbe JemaBaTH. MareMaTHdke jeJHa4YuHe KOjuMa Cce
omucyje HEeKH (U3NYKU CHUCTEM Cy YIJIaBHOM Beoma Oorate mHopMaiyjama Te Jajy MHOTO
pa3nuuuTUX MaHu(ecTalrja CUCTEMa, YaK U OHE KOje ce HU He oueKyjy. [IpaBuiHO Tymaueme
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MaTeMaTHYKHX jeJHauYMHa TOTOBO YBEK BOJM 10 TayHMX (u3nukux Teopuja. [loHekan ce
TyMayelheM MaTeMaTHYKUX jeIHadyuHa n00ujajy dyAaHu (U3WYKA MOJETH, Ta C€ IOCTaBJbha
MUTake 12 JIU TaKBa Pelleha 3aK1cTa OMUCY]y pealiHe pU3HUKe CUTYyaluje.

2.5.TepenoB Kocmoc

AJHIITajHOBE jelHAUMHE I0Jba INPEACTaBIbAjy CKYN OJf JeceT jeJHauyuHa KOje OIHUCY]Y
IPaBUTALIMOHY MHTEpakiujy y ckiuony Omnmre Teopuje penaTuBHOcTH. Kao mro je
€JIEKTPOMArHETHO T0JhE HACIEKTPUCAHE YECTUIIE OTMMCAHO MaKCBEIOBUM jeJHAYMHAMA, TAKO CE
AjJHIITAQJHOBUM jelHAUMHaMa OIMCYyje TeoMeTpuja MPOCTOpP-BpeMeHa Koja je ojpeheHa
MPUCYCTBOM Mace M EHepruje y naarom mnpoctopy. Ommra Teopuja PETaTHBHOCTH OIHUCY]e
rpaBUTAlM]y Kao MaHU(DecTall]y FeOMeTpHje MpocTop-BpeMeHa. Marepuja caomniiraBa mpocTop-
BpPEMEHY Kako Jla C€ 3aKpWBH, a 3aKPHUBJHEHO MPOCTOP-BPEME CAOIIITaBa MaTEPHjU KaKO Jia ce
noHama. Pememe AJHIITaJHOBUX jelHAauMHa ojpehyje MeTpuky mnpoctop-BpemeHna. Ose
JeIHauYMHE ce He MOry yBeK (y ONIITEM Cllydajy) MOTIYHO peluTH, 0e3 yBohema onpeheHux
anpokcumanyja. Iloctoje, ca apyre crpane, ersakTHa pemiewma (Ha npumep llIBaprmmnnoBo
peliene), Yrje MpOoyuaBame j€ MPEIBUJENO IOCTOjame LPHUX pyNa W PasIMYUTHX MOjesa
eBodynuje cBemupa. Heka pemiema AjHIITaJHOBUX jeHAUWHA JOBOAE A0 Kpajibe UYyIHUX
Mozena. Jexan TakaB npumep je 'exenoB kocMoc, KOju ce OJJHOCH Ha 3aTBOPEHY KPUBY BPEMEHa.
I'enenoB kocMoOC AOMYIITA MYTOBAKE Y MPOILIOCT.

Cmuka 2.1. 'egenoB kocMoc

[Tocmatpau ce Hamaszu y tauku A (cnuka 2.1) u kpehe ce y mpocTop-BpeMeHy AYXK IpaBiia
O3HAuYeHOI' CTpenuioM. Bpeme koje Mepu CBOjUM 4acOBHMKOM Y Tauku A je f,. Ilocie Hekor
BpeMeHa cat MoKasyje BpeJHOCT £, , Ipu ueMy je ¢, >t,. HakoHn Tora nonasu no cienehe tauke Ha
CBOM IIyTOBamYy KpO3 IPOCTOP-BPEME y KOjOj 3amaxa Bpeme t,>t,. Ha kpajy nonasu moHOBO y
Tauky A, TauKy U3 KOje je 3a104eo0 MMyToBame, nocie BpeMeHa £, . Ilpema tome, on he y Tauku A

cpectu cebe y MPONUIOCTH Y CHTYAIMjH Y KOjOj C€ Halla3Mo KaJa je 3all0Yriba0 OBO ITYTOBAME.
MaremaTiuky TIeNaHo, MyTOBamke y MponuiocT je Moryhe. ®U3MYKK TieAaHo, MOCTOje MHOTH
MIPUMEpPH KOjH JIOBOJIE JIO aliCypAa OBaKBO pelieke. Jenan oJ] ’bHX, IoMajio MOpOHIaH, TOBOPH O
CUTYaIlMju Ja mocMarpad ojie y mpouuioct u youje cedbe mnaher. Illta 6u ce onna aecuno? [a nu
Ou mocMaTpad jeAHOCTaBHO MCTOT MOMEHTa mIpecTao aa nocroju? Ilomro 6u nmpemunyo, Ko 6u
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yOHO mocMaTpaya ako Ce HhEroBO IyTOBamke Ty 3aBpiuaBa? OuUMINIeHO J1a MOCMaTpay HE MOXKe
youTtu cebe MyTOBamEM Yy MPOIUIOCT, jep MOpa MPEKUBETH yOHWCTBO Ja OM mocTao yowuIia.
[IyroBameM y MpOILIOCT, JaKie, He MOXKE ce MemhaTu ucropuja. [§]
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3. UHTepaucumMnnMHapHu NpUCTyn pellaBaky npobrema

VY mpakcu ce peTko Kaja JemaBa Ja ce jeJaH MCTHU NMpUMep pa3Mmarpa Ha yacy MaTeMaTHUKe U
¢u3uKe mpU M3y4aBamy HOBOT rpaanBa. Kama ce TakaB mpuMep W I10jaBH, YYSHHUIM TO YECTO
Hepazo mnpuxBaTajy orpalyjyhu ce on Tora TBpAmOM Ja je TO IITO €€ H3ydyaBa Ha 4Yacy
MaTeMaThKe ycTBapw (U3MKa KOJy OHM HE pa3ymejy MOBOJbHO, WUJIM MAaK OOpHYTO Ha dHacy
¢uzuke. VHTEpAUCUMIUIMHAPHU TPHUCTYI, CTOra, y caMOM II04eTKy Hehe oa cTpaHe CBHUX
ydeHuKa O0uTH oamax npuxsaheH. MelyTum, 1yropouHo rienaHo, oBakaB IpUCTyN Ou Tpedaso
Jla TIOIYHU MHOTE pyIe y 3Halby yYeHHMKa M Ha HeKH Ha4MH WX HaTepa Ja HEKOM KOHKPETHOM
mpooIeMy IPUCTYTIA])y MHOTO TIIHPE.

3.1. Teno Ha cTPpMOj paBHU

YKommKo ce pa3MaTpa Cilydaj Tela Ha IUIOYM TMOCTaBJbEHO] IMOJ HEKUM YIIIOM Yy OJHOCY Ha
XOPU30HT, HAYYHU MOJEN TMpEeACTaB/ba TEJIO Ha CTPMO] PaBHHM Ha KOj€ Jeyje cuia 3eMJbHHE
TEXE KOja Ce MOXE pa3jOKUTH Ha JIB€ KOMIIOHEHTE: KOMIIOHEHTa TapajelHa IUIOYd H

KOMIIOHEHTa HOpMayHa Ha miuody. Ilpu Tome, jaBibajy ce cuia Tpewa F, M cUlIa HOpMalHe

peakmuje Mmoajiore N . PeuaBarmeM 0BOT npobnema ce A00Hujajy MaTeMaTH4Ke jeIHAaYNHE KOje
najy aonaTHe uHQoOpMaIllje, Ha TpuMep O MAaKCUMATHOM YTy CTPME paBHHU MPU KOjeM Tello U
nasbe mupyje. OBO mpencraBiba Hajuenihm MyT KOJUM CE€ M3y4yaBa HEKa I10jaBa; MOCTaBU CE
npo0iieM M3 pEalHOT JKHUBOTA, (OPMYNHUIIE MaTEeMAaTHUYKH MOJEN W TOMONy jenHayrHa
MpeCTaBu Kao mareMaTwuku mpobieM. Kama ce mMaremMatwyku mpoOiieM pemr, penieme ce
ynyhyje Ha moyeTak W BpIIM C€ HEeroBa MHTEpIpEeTalyja y NpoyyaBamy pealHuX cutyauuja. Y
KOHKPETHOM MpUMEPY A0 MpoldiieMa y peliaBamby MOXKe J0hH yciieq HEAOBOJFHOT pa3yMeBamba
mojMa BekTopa. [ 1aBHM paszior je y HeyckiaheHOCTH y mporpamMuma MaTeMaThke U (pusuke y
rumHazujama. Jlok ce y pu3uim BeKTOPH pajie Ha MOYETKY MPBE FOJUHE, Y MAaTEeMAaTHULIU CE Pasie
Ipea Kpaj MpBOT MOJYrOJUINTA, MOCIE TMOAYAAPHOCTH YIJIOBa W TPOYIJIOBa KOjU Cy Takohe
HEOMXOJHU TpHU pellaBamy OBaKBUX MIpobOiieMa. VMcKycTBO MOKasyje Ja je Ipu IpoydyaBamby
BEKTOpa YYCHHIIMMa MHOTO JIAKIIE Ja CXBaTe MPUPOAY CaMUX BEKTOpa YKOJIMKO MX BEXY 3a
pealiHa Tela M MOCMATPajy peajaHy CHUTyalujy, Kao y clydajy KaJa ce Byde HEKO TelO Yy JBa
pas3nuYMTa IMpaBlia. YYCHHWIM MOTY Ja ,,0ceTe™ JIejCTBO JBa BEKTOpa M Ja Hemo3HaBajyhu
MpaBWIIO cabHpama BEKTOpa caMU MPETIOCTaBe y KOM mpasily he ce kpetatu Teno. OBo A0BOAM
70 jacHOT pa3yMmeBama ca0upama BEKTOpa MPABHIIOM Tapajeliorpama, Koje je MaTeMaTHYKH
€KBUBAJIEHTHO ca0upamy BEKTOpa MPaBUIIOM TPOYTJa, HO Y CBOjOj CYIITHUHU j€ MPUPOIHH]H YT
IpH yCBajamy MojMa cabupama BekTopa. OBa rOTOBO HEMPHUMETHA pPasjIKa MOXE JOBECTH JI0
rpemiaka y MojenoBamy ¢u3nukux ¢eHomena. Kama ce ydeHHMIIM CycpeTHY ca 3aJaTKOM
MPEJICTaBJbeHUM Ha CIIM 3.1, r1e je moTpeOHO OAPEIUTH MHTCH3UTET pe3yiryjyher BekTopa
Iy’K XOpU30HTaJje, arcoiyTHa BehiHa yueHuka 0e3 Behux nmpobiema 0BO peniu.

4H

10H

Crnuka 3.1. Cabupame BeKTOpa
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Mehytum, HCTH yuYeHUIM HHUCY HHM OJM3y Tako e(pUKacHH KaJa je y HUTamy mnpoliem
MPEJICTaB/bEH Ha CIUIH 3.2.

30"
30°
3|:|D . i?ng_
PIE T Mg

Cnuka 3.2. Teno Ha cTpMOj paBHH

YecTo ce nemaBa Ja YYSHUK HaLpTa CUIIy 3eMJbUHE TEXKe, pa3jokH BEKTOp 3Hajyhu mpaBmiio
TpOyIJIa, a 3aTHM KOMIIOHEHTY KoOja je MmapajielilHa ca IJI0YOM TOTIYHO 3aHeMapH Yy pellaBamy
npobaema, Hajuerrhe 300r Tora HITO je OHA yJajbeHa OJ1 Tella U YYEHHK ,,HE OCETH * ’e€HO JI€]CTBO
Ha Teno. [10] Packopak y mporpamuma mareMaTuke W (uU3MKe, Kao y ciy4ajy BeKTopa,
CIIMYHOCTH U MOJIYJAPHOCTU YIJIOBAa M TPOYIJIOBA, JOBOJM JI0 pobJaeMa y u3ydaBamwy rpajuBa.
Crora je OuTHO Ja HacTaBa MaTeMaTHKE MpaTH HacTaBy (u3uke, 1 OOpHYTO, Kako O ce, y
KOHKPETHOM Ciy4ajy, 00Jb€ CTeKao IojaM BEKTOpa M Ipe MpUMEHE Ha KOHKPETHUM 3aJanuma
100po MpoBe)OA0 HA YACOBUMA MaTEMAaTHUKE.

3.2. luHeapHe n kBagpaTHe dyHKumje. Mapabona

Jla 6u ce 6osbe pazymerie 3aKOHUTOCTH PABHOMEPHO TPABOJIMHH]CKOT KpeTama, Kao U KpeTama
ca CTaJHUM YOp3ameM, HMOTpeOHO je Ja yuyeHHnH 1o0po OapaTajy MOjMOBMMA JIMHEAPHUX U
KBaJpaTHHUX jeqHadynHa. [log mMHeapHOM jeTHAYUHOM ,,IT0 X* c€ MOoJIpa3yMeBa CBaKa jeHAYMHA
ca HEMO3HAaTOM X KOja Ce €KBHUBAJICHTHUM TpaHchopMalMjaMa CBOJAM Ha jelHAUYMHY OOJIMKa
ax=>b. OBakBe jeqHauUMHE Ce joll Ha3WBajy M IOJMHOMHU IMpBOr creneHa. Hasupajy ce
JUHEapHUMa jep C€ MOTy NpEICTaBUTH IPaBOM JHHHjOM Yy JleKapTOBOM KOOPAMHATHOM
CHCTEMY, Kao LITO je TO MPEACTaBJbEHO Ha cIulu 3.3.

T,

f

Cnmuka 3.3. Bp3uHa K01 paBHOMEPHO YOpP3aHOT KpeTama

Oniuty 067K JInHeapHe QyHKIUje 1aT je penauujoM y = kx + n, rae je k koedulMjeHT npasua,

OJTHOCHO k = fga , TZie j€ 0. yrao KOjH IpaBa rpaJy ca MO3UTUBHUM CMEPOM X—OC€E a 7 0/ICEYaK Ha
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y—ocu. Koepuuujent k& moxe OUTM MO3UTHBAH, NpU 4YeMy moBehame BPEAHOCTH IyXK X—Oce
olropapa mnomehamy IyX y—oce. YKOIUKO je KOeQUIMjeHT k HeraTUBaH Taja MoBehame
BPEIHOCTH OYX X—OC€ OJIrOBapa CMamelmy BPEIHOCTH OYyX Yy—oce, U oOpHyro. Kama je
KOe(UIIMjEeHT MpaBlia jeJHaK HYJIH, BPEJHOCT Ha y—OCH CE HE Mema ca rnoBehameM BpeHOCTH Ha
X—OCH, ILITO PE3YITUPA XOPU30HTATHOM JINHUjOM Ha rpaukKy.

1

’, x? cy HenmHeapHe jenHaumne. KBampatHa

. 2
JenHaunHe koje y cebu caigpke WiIaHOBE X , X
dyHKIHja je monuHOMHA QyHKIHM]a 06muKka f(x) = ax’ +bx +c, IJie je x — Hemo3HaTa, a a, b u ¢

peannu Opojeu (a # 0). I'paduk xBaapatHe pynkiuje, 6e3 003upa Ha BeH 00JIUK, je mapadona.

[11]
400 \ ]
300—: \ / -1oof

100 | -300

o 400
-20 20 20 -10 0 10 20

o

Cnuxka 3.4. Tpaduru dyakimja f(x)=x"u f(x)=—x

VYkonuko je a >0 mapaboiia je OTBOpeHa IpeMa rope, a yKoJuko je a <0 mapabosia je oTBOpeHa
npema gone. KoepuuujeHT a xKoHTposuine Op3uHy pacTa WK oNajama KBajpaTHe QyHKIH]je U3
temeHa. llITo je BpenHocT 3a a Behu mosutuBaH O0poj, To (yHKUMja Opxe pacTe U rpaduk je
3aTBOPEHHjH, U 0OpHYTO. M3pa3 ax’ +bx+c je MONMHOM APYror cTemeHa. AKO je KBaapaTHa
dyHKIMja jeHAKa HYJH, TaJa je pe3yiTaT KBaJpaTHA jeHAYMHA YHja CE pellierha HA3HBajy

KOPCHHM jeTHAYNHE WIH HYyJie QYHKITH]E.

Y dusuim, yKoIUKO TEJIO Tpeia3u jeJHaKka pacTojama 3a jelHake BPEMEHCKE WHTEpBaJie, MyT
koju mipehe ar je Kao mpou3BOJa Op3WHE W OJroBapajyher BpeMeHa 3a Koje je TeJIo MPEenuio Taj
myT, §=V¢, TJe je BpeMe He3aBHUCHA a Op3MHA 3aBHCHA BEJIMYMHA. YKOJIHMKO CE OBA 3aBUCHOCT
npejcraBy rpaguuku qoouhe ce mpapa JMHH]jA, 3aTO IITO j¢ OpuHA KOHCTAaHTHA, a KOS(UITUjESHT
npaBma oarosapahe Op3uHu Tena. McTto Tako, YKOIMKO ce mocMaTtpa rpaduk ca cimke 3.3 U Ha
BEMY TIPUMEHU jeTHAYMHA TIpaBe y = kx + 1, MOXKe c€ OAPEIUTH yOp3ame Tena U yonmre qohu

710 3aBHCHOCTH TipeljeHor myTa o1 Op3uHe Tena KoJ yOp3aHoT KpeTama:

v=y,+kt, (3.1)
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rae k mpencraBiba KoeUIMjEeHT MpaBlia MpaBe W JMMEH3MOHO OJAroBapa OJHOCY Op3uHE U
BpeMeHa I1a MpeJcTaBiba yop3ame Tena. Ha Taj HauuH ce gomas3u 10 u3pasa 3a Op3uHy Tela Koj

paBHOMEPHO yOp3aHOT KpeTama y OMJI0O KOM TPEHYTKY KpeTama:

v=y,+at (3.2)

OpaBne cnenu Aa ce yOp3ame Tena ca rpaduka MOXKe OApPEAUTH padyHameM Koe(HIlMjeHTa

IpaB1ia npase. [5]

g
f
Cnuxka 3.5. Iyt ko1 paBHOMEpPHO yOp3aHOT PABOJIMHH]CKOT KpeTama

JIuMeH31OHOM aHaiau30M (ciuka 3.5) ce 3akibydyje Ja MOBpIIMHA MCIOJ TpaduKa 3aBUCHOCTH

Op3uHe 071 BpeMEHa 0JiroBapa npelheHoM myTy:
s=v0t+%(v—v0)t (3.3)
W3 obpacua 3.2 je v—v, = at na cieau
1 1 ,
s =v0t+§(at)t =v0t+§at (3.4)

AHanorHo, aHajau3oM rpaduka 3aBHCHOCTH Op3HMHE O/ BpeMeHa KOJ PaBHOMEPHO YCIOPEHOT
MIPABOJIMHU]CKOT KpeTama ce 100ujajy hopmyse 3a Op3uny u nipehenu myt:
¥

¥

Vo—-W

Ly
f

Cnuka 3.6. [Tyt Kog paBHOMEPHO YCIIOPEHOT MPABOJIUHH]CKOT KpeTama
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1
s =V0t_5(v0 —v) (3.5)
[Tomiro ce paay 0 paBHOMEPHO YCTIOPEHOM KpeTamy, BaXKH
v=y,—at (3.6)
Opakiie ciean

s =v0t—%(at)t =vot—%az‘2 (3.7)

Enumunanujom BpeMeHa ce qo0uja 3aBUCHOCT TipeheHor myTta ox Op3uHE Teja, Koja y OMIITEM

CITy4ajy U3HOCH:
Vv =v, *2as (3.8)
=v, + )
VYkonuko ce Op3uHa Tena KOHCTAHTHO MEHha TOKOM BpeMEHa, TO 3Ha4yM Ja ce U KOe(UIUjeHT

MpaBlia KOHCTAHTHO MEHba, IITO 3HAYH J1a C€ Ha TpaduKy 3aBUCHOCTH MpeheHor myTa 0J1 BpeMeHa

OBa HEJIMHEapHa 3aBHCHOCT IIPEJCTaBJba KPUBOM JINHUJOM.

=

Cnuka 3.7. I'pacduk npehenor myTa Koj| IpaBOJIMHU]CKOT KpeTama
3aKpuBJEEHOCT JIMHUjE Ha rpaduky ca ciuke 3.7 naje mHPOpMaIHjy o Op3WHU KpeTama Teja.
Bp3unHa Tena jeaHaka je KoeHIMjeHTY MpaBla TaHTEHTE y OWJIO KOjOj TauKH KpUBE Ha rpaduky
W TIPOTIOpIIMOHANHA je HaruOy TaHreHte. IIpema ToMe, Harm0O TaHTEHTE jeé BeoMa KOPHUCTaH
MaTeMaTHYKH alaT MpU MpoydaBamy rpaduka KpeTama HEKOT Tena. Moke ce 3aKJbY4YHTH J1a y
untepBaity 0-1 Teno yOp3aBa, y uHTepBaily 1-2 ce kpehe KOHCTaHTHOM Op3uHOM, oA 2-3

ycropasa u of 3-4 Mupyje.

VYkonuKo ce nonTa 0any BEpTUKAIHO HaBHIIE, HA Y CBE BpEME KpeTama Jiellyje Cuila 3eMJbUHE
TEXKE BEPTHKATHO HaHWXKE, IITO y3pOKYyje 3aBHCHOCT IIOMEpaja O BpEMEHa IpPEeACTaBJbEHY Ha

cimnu 3.8.
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Cnuka 3.8. [Tomepaj nonte npu Oanamy yBUC

Ananusupajyhu Haru® TaHreHTe MOXKE C€ 3aKJbyYUTH Jla TOKOM IIpBE IMOJOBHHE IyTa TEJO
KOHCTAHTHO YCIIOpaBa jep ce Haru® KOHCTAaHTHO CMamYyje, a Y HaJBHUIIIO] Ta4YKH MyTamke TEJO
nMa Op3uHY jeHAaKy HYJH, jJep jé TaHIeHTa XOPHU3OHTaJIHA Ma je KOePUIM]eHT MpaBlia jeHaK
HYJIM, a TIOCJIe Tora TeJIO0 KOHCTAaHTHO moBehaBa cBOjy Op3WHY y CYIpPOTHOM CMEpy, jep je
Koe(ULHMJEeHT MpaBlia oBaj MyT HeraTuBaH. [lyrama Tena ce Ha3uBa mapabosoM, a jeHaYMHA
KpeTama Tejla je KBaJpaTHa jeIHaynHa, C O03MPOM Ja C€ IMOJI0XKa] Tela MEma ca KBaJpaToM

BpPEMEHa.

Ca pazymeBameM, WHTEPIPETAIjOM W aHAIW30M Trpaduka KpeTama, yUEeHHIMMa I0CTajy
jacHmje Bese m3Melyy Op3uHe, yOp3ama, npehenor myra u Bpemena. Ha oBaj HauumH ce 3Hame
MaTeMaTHKe MpUMewyje U yTBphyje, a ¢popMylie U 3aKOHUTOCTU y (DU3MUIM CE yuye ca MHOIO
BHIIIC pazyMeBama. OBakaB HaAYMH yuyela je OMTaH jep HEeKH yYEHHUIM Beoma J00po peliaBajy
3aJaTKe ca jeTHaYnHaMa, JIOK UM je pa3yMeBame HIXOBOT (PU3UIKOT CMHCIIA BeoMa cl1abo, MITO

HC JOBOAHW 10 HAIIPCTKA Y lbUXOBOM pasMHUIJbaby.

I'padpunm koju ce mpoydaBajy ce MOry JOOHUTH TIOMOhY CeH30pa IOKpeTa KOjH KOPHUCTH
YATpa3By4YHE CUTHAJIC Ja OJPEIH TIOJI0KAj HEKOr Tena y TOKy BpemeHa. CeH30p y TOKY jeHe
CEKyH/JIe IIaJbe HEKOJIMKO YITpa3BydyHUX ummyica ppeksermnuje oko 50 kHz koji ce onbujajy u
Bpahajy no ypehaja koju Mepu BpeMe KpeTama CUTHaJA, KOje je MPOMOPIHOHAIHO YIaJbeHOCTH
no npeamera. CeH30p je TMOBe3aH ca padyHapoM W ojaroBapajyhum codTBepoM y KoMme ce
rpaguyKy MpUKa3yje 3aBUCHOCT Op3MHE MpeJMETa WM PacTojama O CEH30pa Y TOKY BpeMeHa.
OBakBO CHMMame TpaduKa je MHOTO MHTEPECAaHTHH]Ee YUYCHHUIMMA jep Ce HHXOBO MPOYyJYaBame
CBOJIM Ha MPOYyYaBame M0jaBe KOjy Cy MMaJIU MPUWIKMKE J1a BUAC Y TPEHYTKY CHHMamba rpaduka,

IITO JTOCTa OJIaKIlIaBa caMmo MpoyyaBame. [ 18]

Y4eHHIIM TPOY4YaBajy IBE BpPCTEe Trpaduka; rpaduk 3aBHUCHOCTH TOJIOKaja O] BpeMeHa x(f) |

rpaduk 3aBucHOCcTH Op3mHe onx BpemeHna Vv(f). I'padumk mpencraBiben Ha cieachoj crmumu je
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NO0MjeH JETEeKTOBAakEM II0JIOKaja KOLIapKallKe JONTe Koja je MyIITeHa Ja CI00O0AHO Mmaja
UCIOJ] IETEKTOpa MOKpeTa.

1.5

LTATY!
/TR ERVAY

0 1 2 3 4
Bpewme (s)

Pacrojame (M)

0.0

Cnuka 3.9. Pacrojame 10ITe MyIITEHe ga cJI000 HO Haaa

Jeman ox 3amaraka yuyeHuWka Moxe OUTH Ja Ha OCHOBY rpaduka x(f) Hauprajy rpadux v(z). Unu

na Ha rpaduky x(f), y HEKMM KapaKTepUCTUYHUM Tauykama, oJpee Op3uHy KOjy je TeJIO UMaJIo y
TOM TPEHYTKY.

Bpsuna (m/s)
°

1 2 3 4
Bpenc (5)

Cnuka 3.10. bp3una jonTe mymrTeHe ia ciio00IHO majaa

YdeHuIy 1prajy TaHTeHTY Y KapaKTEpPUCTHYHO] TaYKU U ofpelyjy KOoehHIHjeHT MpaBia, HaKOH
gera pesynraTe TIpoBepaBajy momohy rpaduka (). OBo je Mokma go0ap MOMEHAT aa ce

YVYCeHUIIMMA CIIOMEHE TojaM IudepeHnupama, Koju he MM Ha YacoBMMa MareMaTHUKe OWUTH
o0janImeH IBE TOAMHE KacHH]E.
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Ha rpaduky na ciinm 3.11 je y Tauku e je ¢ = 3s HaupTaHa TAaHT€HTa YHjH KOSPHUITHU]SHT
MpaBlia oAroBapa Op3WHU JIONTE Y TOM TPEHYTKY Koja u3HOCH v =1,24m/s .

1.5

L]
| Bpeme: 3.00 s
Pacrojame: 0.521 m Slope: 1.240 m/s

1.0

/N A
| /Y ERAVAV/

0 1 2 3 4
Bpewme (s)

PacTojare (M)

0.0

Cnuka 3.11. OnpehuBame 6p3une ca rpapuka x(¢)

ITopehemem ca rpaduxom ca cnuke 3.12 BuaM ce ga ce 3a UCTH BPEMEHCKH TpeHyTak Jo0uja
UCTH pe3ynTar 3a Op3uHYy.

SE
Bpeme: 3.00 s
Bpanma: 1.2400 m/s Slope: -9.6000 m/s/s

Bpsuna (m/s)

VY

1 2 3 4
Bpewme (8)

]
[&)]

Cnuka 3.12. bp3una u yop3ame y TpeHYyTKY ¢ = 3s

[MoBpmuHa ucnon rpaduka v(f) oarorapa npehenom myry. Ykynan npehenu myt y onpehenom
MHTEpBaJly BpeMeHa OpOjHO j€ jeHaK YKYITHO] MOBPIIMHU MCION Tpaduka v(f) y mocMaTpaHOM
BpeMeHCKOM uHTepBaily. [lomepaj Tena ce moOuja omy3uMameM MOBPIIMHA KOje OArOBapajy
HEraTUBHO] BPEAHOCTH Op3HMHE Of] MOBPIIMHA KOj€ OATrOBapajy MO3UTUBHO] BPEIHOCTH Op3WHE.
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YKonMKO ce padyHa TOBpPIIMHA WCIOJ KPUBHUX OJ Tauke rae je ¢=1,85s mo Tauke rae je
t=3,13s (y TuM Taukama je Op3uHa jeqHaKa HYNH, a JIONTA JOCTHXKE HAJBUINY TaukKy ITyTambe)
nobuja ce BpeaHocT nomepaja ox s =—0,361m.

5.
HE
Integral for: Latest | Velocity
Integral: -0.3608 s*m/s

Bp3una (m/s)

1 2 3 4
Bpewme (s)

Cnuka 3.13. OnpehuBame npehenor nyra ca rpaduka v(¢)

OBa BpegHOCT oaroBapa nmomepajy Ha rpaduky x(¢) og s =0,600m —0,961m =—-0,361m . OBo je
pactojame u3Mmel)y BucuHa 710 KOjuX ce MOIHE JIOITa MOCJIE MPBOT B Tpeher 07CKOKa OJ1 MOIJIoTe.
HeratuBan 3HaK TOBOPH O CMambElhy pacTojamba U Op3uHE y 0JHOCY Ha MOAJIOTY TOKOM BpeMEHa.
3060r TOra ce MHTETpajbeheM MOBPIIMHE HCTO Tpaduka v(¢) u3mely OMII0 Koje ABE TauKe Koje
OJIrOBapajy MCTO] BpeAHOCTU Op3uHE, yBeK no0uja Beha BpeJHOCT MOBPIIMHE KOja OJAroBapa
HETaTHBHO] BPEIHOCTH Op3WHE HETO MOBPIIHMHE KOja OAroBapa MO3UTHBHO] BPEIHOCTH Op3HHE.

Bpennoctu koje cy u3pauyHare ca rpaduka Cy KOMITjYTepCKH U3padyHaTe. YUeHHr Hehe OuTu
TOJIMKO TPEelM3HHU y oapehuBamy KoehulljeHTa TaHTeHTE, KA0 HU MOBPIIWHE UCHOJ Tpaduka,
HO TIPHOJIFDKHE BPEIHOCTH Cy CBAKaKO MPUXBATIBUBE Kao JoOpa MOTBpAA UCIIPABHOCTH TEOPH]E.
Taxohe, oBo Moxke OuTH 10O6ap MOMEHAT Ja ce CIIOMEHE I0jaM HMHTErpajHor padyHa Koju he
CBaKaKO Ha YacCOBMMa MaTeMAaTHKE OWTH JIETAJbHO MPOYYCH Y YETBPTOM pa3pey THMHA3H]E.

Ca rpaduka v(f) ce momohy koedHIMjeHTa MpaBIla TAHTCHTE MOXXE H3PAUYyHATH BPETHOCT
yop3ama. To 3Haun 1a ce yoOp3ame 3eMIbHHE TeXKe MOXKe IPUOJIMKHO OJPEAUTH ToMohy ceH3opa
MOKpeTa W JIONTE, IITO HAacTaBy (M3WKE YMHU MHOTO 3aHMMJBMBHjOM. Y OBOM CIy4ajy, 3a
BpEIHOCT yOp3ama 3eMJbUHE TEKE, LPTAakheM TaHTeHTE Ha rpaduKy ca ciuke 3.12 y Tauku rie je
t=3s, ce nobuja g =-9,6m/s>. YOp3ame je cBe BpeMe KpeTama YCMEPEHO Ka Jole W Ha
OCHOBY Koe(HuIIijeHTa MpaBlia TAHTCHTE C€ BUIM J]a HE 3aBHUCH OJ1 CMEpa KpeTamba TeJa.

Jenna ox mapaGona ca rpaguka x(f) ce MOXke aHaTUTUUKKM aHanu3upaTH. Heka To 6yzae napabomna

KOjy JIONTa TpaBHd TOKOM CBOT IIETOT OJICKOKA, IITO OJArOBapa BPEMEHCKOM HHTEPBAIY O
t,=386s no t,=4,22s. A”HanuTuuku OOJIMK mapalojie MpeACTaBba KBaJpaTHAa (yHKLH]ja
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obmuka f (x) =ax’+bx+c. Ysumajyhu y o0063up (akTOopHM3alMjy KBaApaTHOT TPUHOMA,
NIPETXO/HA peranuja 100uja o0IuK

f(x)=ax* +bx+c=a(x—x x—x,) (3.9

Heka ce 3a pedepentnn HuBo y3me BucuHa oa 0,282 m (BHCHMHA KOJy MMa BpX JIONTE, YHja
MyTamba j€ CHUMJbEHA).

Pactojame (M)

) \/W/

0.0

35 4.0 45
Bpewme ()

Cnuka 3.14. [IpoyuaBame napabose

VY3umajyhu y 003up npeTxoAHy peiaiujy, 3a Cliy4aj ca CIIMKe c€ MOKe MUCATH:

x=alt—1,\t—1,)=alt—3,86)¢ — 4,22) = alr> — 8,08 +16,2892) (3.10)
X

a =
t* —8,08¢ +16,2892

(3.11)

Jla Ou ce oxpenno KoePUIMjeHT @ MOTPEeOHO je y3eTH OmIIo Kojy Tauky mapabose. Heka To Oyme
Hajpuma Tadka (4.02s, 0.158m). Bpemnoct ox 0.158 m ce mobuja y3umajyhm y o03up
pedepentan HUBO: X = 0.44m —0.282m =0.158m .

a=—p 238 _ D8 g (3.12)
4,02 —8,08-4,02+16,2892  —0,032 s
JenmnauwmHa Koja onmcyje mapadbory 100uja 00JIHK:
x =—494(:> — 8,081 +16,2892) (3.13)

Pememe ce Moke mpoBepuTH ybaruBameM OWIIO KOje BpeaHOCTH ¢. 3a ¢ =4s ce gobuja naa je
x =0,1522m , mro ce Beoma 100po ciaxe ca rpaduukoM BpegHoIhy:

t=4s,x=0,435m—0,282m = 0,153m (3.14)
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JudepenurpameM NPeTXOIHOT U3paza ce Jo0uja:

% =—4,94(2¢ - 8,08), (3.15)

rae 7 npejcTaBiba Op3UHY KOjy MMa JIONTa y TPEHYTKY f, OJJaKie cienu Jaa ce Op3uHa y Ouio
t

KOM TPEHYTKY MeHa M0 PopMyIIH
v=—4,94(2¢ - 8,08) = —9,88¢ + 39,9 (3.16)

N3 oBe penamuje cieaw na je 3aBUCHOCT Op3WHE OJ BpeMEHa JIMHEapHa M Jla Ce MOXKe
MPEICTaBUTH MPABOM JIMHUJOM Ha rpaduky, mro notephyje rpaduk v(f):

50—

30+

Bpayma (mis)

10+

Bpene (5)

Cnuka 3.15. 3aBucHOCT Op3uHE 0/1 BpeMeHa IpH cJI000HOM MaTy JIONTE

IIpaBa Ha rpaduky Koja oarosapa napaboju Koja ce IpoydaBaia, Ipecela BepTUKATIHY OCY Y

Tauku rae je v =38,8—, mro je 0113y BPEIHOCTH OJICEYKa Ha BEPTHKAIHO] OcH o1 v =39,9—
s

S
n3padyHaTe nudepeHnupameM. 3a Hyay QyHKIHje ce 1oouja:

39’2 =4,04s, (3.17)

v=-988t+399=0=1¢=

3

mTo ce Buau Ha rpaduky w(¢). [Iperxomuu moctynak nudepeHnupama je KapaKTepUCTHIaH 3a
Tpaxewme eKcTpema (QyHKIMje, Ha OCHOBY yera ce BMIM Ja ¢yHKuMja ca rpapuka x(f) uma

MaKCUMyM y Tauku r1e je ¢ = 4,04s , npu yemy je v=0—. OnaBne cieau ga ce TeJI0 y HajBUIIIO]
S

TauKM [yTambe 3ayCTaBJba U MEHa CMEp KpeTama jep Op3uHa Mema 3HaK.

JudepeHurpameM IPeTXOJHOT u3pa3a nobuja ce yopsame JonTe Koje je MpUOIMKHO jeHAKO
yOp3amy 3eMJbHHE TEKE:
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%=a=—9,88sﬂ2 (3.18)

Knnematnka, koja ce y rEMHa3WjaMa M3y4aBa Ha IMOYETKY IpPBE TOJMHE, CE€ BEIUKUM EIOM
3acHUBA Ha Mo3HaBawmy ¢yHKuMja. ['paduuko mpeacraBbame (QyHKIHMja je BeomMa OUTHO Yy
HacTaBHOM TIpollecy jep TpaduK MmpeacTaBba MOCT HM3Mel)y eKCHEepHUMEHTATHUX pe3yJiTaTa H
arnictpakTHUX (popmyna. Takole, rpaduk npeacraBba BU3yalusauujy oxpeheHux mnporeca, mTo
JTOTIPUHOCH 00JhbeM MaMhermhy YUCHHKA.

[Ipumep koju je nat y noriassby 2.3 uMa cBOjy rpaduuKy UHTEPIpPETALU]y, T€ CE MOXKE U Ha Taj
HAuMH pEUMTU. 3aBUCHOCT TpeheHOr myTa Of BpeMeHa KOJ KaMHOHa, Koju ce kpehe
KOHCTAaHTHOM Op3MHOM, je JMHeapHa (YHKIMja U MOXE Ce MPEICTaBUTH MpaBOM Ha rpaduxy
X(t), IOK je 3aBUCHOCT KOJ ayToMoOuia KBajpaTHa (yHKIHMja Te c€ IMpeJCTaBsba MapadbosioMm.
VKOIMKO ce KOOPAMHATHU CHCTEM BEXE 3a II0JIOKa] KaMHOHA y TPEHYTKY Kaja ayTOMOOMII
3aMounbe KpeTame, rpaduk 3aBUCHOCTH NpeheHux myTeBa o BpeMeHa 1o6uja cieaehu oomuk:

200

150

100

Tpeherst nyr (m)

50—

(1261, 189.7) Bpewe (s)

Cnuka 3.16. 'paduuka nuHTEpIpeTaLja cycpera ayToMoouiIa 1 KaMuOHa

Ca rpaduka ce MOXe 3aKJby4UTH Ja he ce KaMHOH U ayToMOOWII J1Ba MyTa CPecTH, Kajaa he um
[ocjie jeHAKOT BpeMeHa KpeTama npeheHu myTeBU OUTH MCTU. Y KOHKPETHOM Ciydajy, ca

rpaduka ciequ aa je Op3uMHa KaMHMOHaA jeqHaka v, =15— , na je mouetHo pactojame 30m, a
S

yOp3ame ayroMoOuia ce Moxke JOOMTH ca OMUJI0 Koje Tauke rnapabose. Y Tauku rie je ¢ =5s je
s =55,2m , ma Baxu:

2

a-t m
2

s

55,2=30+ =2

= a=2,016 (3.19)

“,.| 3

Ca rpaduka ce Buau na he no apyru nyt aohu o cycpera nocie BpeMeHna o 12,61 s, npu uemy
kaMuoH npehe nyt s, =189,7m . OBo ce Moke IPOBEPUTH U3 yCJIOBA!
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2
vkt=so+%:>%t2—vkt+so=0 (3.20)

> =15t+30=0 (3.21)

Opnasne je t, =2,38s, a t, =12,62s, a npehenu nmyt kamuoHa je s, = vt =189,3m, mro ce cBe
jacHo BUAM Ha rpaduky.

ITocmaTpajyhu rpadux Moxe ce 3ak/byduTd Ja he 10 jeaHOr cycpera KaMHOHa W ayToMoOuia
nohu y ciydajy kaja ce Ha rpaduky aBe QyHKIM]je CeKy y jeHO] Ta4KH, TO JeCT YKOJIUKO MpaBa
Ha rpaduky mpejacraBjba TaHI'€HTY Mapabose, Aa 1o cycpera Hehe nohu ykomuko ce dyHkimje
HE CEKy, U Ja he ce JBa myTa CpecTH YKOIHMKO ce GyHKIHje CeKy y Be Tauke. Buam ce, Takohe,
Jla 3a MPOU3BOJBHO BEJIMKY BPEIHOCT Op3MHE KaMHOHA M Ma KOJMKO Mally BPEeIHOCT yOp3ama
ayToMo0miIa, Mopa Johu 10 BHXOBOT cycpeTa, jep he ce oBe nBe (PyHKIMje MOCIE HEKOT
BpeMeHa Herzie npecehu.

Jlo6po mo3HaBame MOjMOBA JMHEAPHUX U KBAJpaTHUX (QYHKIMja MOXEe OUTH BeoMa KOPHCHO
IpY U3y4aBamy I0jaBa U 3aKOHUTOCTH y HacTaBu ¢usuke. Ha xanocT, n y oBoM citydajy gosasu
JI0 BEJIMKOI' packopaka y HporpaMrMa MareMaTHKe M (U3HMKe jep ce JMHEapHEe W KBaJpaTHe
¢yHKIMje Ha YyacOBUMa MaTeMaTHKE U3y4aBajy TEK y YETBPTOM pa3peay I'MMHa3Hje.

3.3. loka3u y reomeTpuju nomohy mexaHuke

[Tutaropuna teopema u oOpaciy 3a U3payyHaBamkE e€JIeMEeHaTa MPOU3BOJHHOT TPOYIJa Ce MOTY
JI0Ka3aTu MmoMohy oOpa3zaia koju ce kopucte y Mmexanuiu. M3Boheme nokasza 3a I[lutaropuny
TEOpeMY MOXKe MOCTYKHUTH Kao MpUMep Ha 4acy (pu3Mke MpH n3ydyaBamky MOMEHTA CUJIE Y IPBOM
paspeny rumHaszuje. [Ipumep 3a HM3padyHaBame eleMeHaTa IPOHM3BOJEHOT TPOYIJAa CE€ MOXKE
YPaJuTH y APYroM paszpeny IpU U3ydaBamy M0jMa MPUTHCKA Taca, IpU YeMy YUYEHUIM KOpUCTe
3HaEe TPUTOHOMETPUJCKUX (YHKIHja OIITPOT yria KOje Cy paJiiii Ha Kpajy MpBe TOAWHE Ha
JacoBMMa MareMaTHuke. VcTu mpumep ce MoXe ypajuTH U Ha 4Yacy MaTeMaTHKe y APyrom
paszpeny TUMHa3Mje TpU U3y4aBamy MPUMEHE TPUTOHOMETPH]e.

Ha cimim 3.17 je nara mpu3Ma 4mjy OCHOBY Ipajau nipaBoyriu Tpoyrao ABC. Bucnuna npusme
je h.

Q

Cnuxka 3.17. [Ipusma ucnymeHa racom 1oj NpUTHUCKOM p
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Heka je mpu3ama ucnymeHa racoM IMOJA MPUTHCKOM p. l'ac BpIIM jeqHaK MPHUTHCAK HA CBE
MOBPIIMHE TIpU3Me U nenyje oapehennm cmiama Ha mux. [lomTo je mputHcak neduHHCaH Kao

. . . F .
cujia Koja Jeiyje MO jeMHUIM MOoBpIIMHE ( p =—), 300r jelHAKUX MOBpPUIMHA U MelycoOHe
s

CYIPOTHE YCMEPEHOCTH, CHJIE KOj€ JIeNly]y Ha OCHOBE MPU3Me ce MOHUIITaBajy. OCcTajy cuiie Koje
nenyjy Ha oMmoTtad npusme. [17]

Crnuxka 3.18. Cuite Koje nemyjy Ha OMOTad pU3Me

MoOMEeHT NojelMHUX CHJla OKO Tauke A Jat je penanyjama:

Myp=Fp——, Mye=Fo —, My =Fpe - — (3.22)

VYkonuko pe3ynTyjyhu MOMEHT cujia Koje Jenyjy Ha MpU3My HHje jeIHaK HYJIH, NMpu3Mma he
BPIIMTH POTAaLMOHO KpeTame. OBo HHje Moryhe 300r 3akoHa OJp)Kama €HEpruje, Tako aa
pe3ynTyjyhu MOMEHT cuiia Mopa OUTH jeHAK HYJIH, OJaKJIe CIICIH:

M =M, +M,. (3.23)
AB AC BC
FAB-—2 :FAC-—z +FBC-—2 (3.24)

IMomro je F,y=p-h-AB, F,. =p-h-AC, F,. = p-h-BC, nobuja ce obpa3an 3a [luraropuny

TEOPEMY:
p-h (Af) =p-h (AzC) +p-h (Bg) (3.25)
(4BY =(ACY +(BCY (3.26)

VY ciydajy Ia Tpoyrao Huje MpaBOyYTIIN, MEHha Ce KpaK CHJIe, Kao IITO je TO MPUKA3aHO Ha CITUIH
3.19.
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Cnuka 3.19. MoMeHT cria OKO Tauke A

)4 YCJIOBA paBHOTCIKEC MOMCHATA OKO TAYKC A ciacau:

Fo- 28 _F. Ak [ 2C 4 acsin(e—90°) (3.27)
2 2 2
[omro je sin(a—90°):—cosa, a F,=p-h-AB, F,.=p-h-AC, F,.=p-h-BC,
MPETXO0/IHA jeJHaUnHA 1001]ja 00JIHK:
2 2
p.h.@=p.h.@w.h.Bc.(BTCMCSin(a—%O)j (3.28)

p-h

OnaBne ce, mocie mojeie jeqHadyruHe ca , Tobuja oOpa3zall 3a W3padyHaBamkE HEMO3HATE

CTpaHUIle TPOYTJIA, Y CIy4ajy Kaja Cy IO3HaTe JABE CTPaHUIIEe U 3axBaheHH yrao:

(4B) =(AC) +(BC) - AC-BC -cosa (3.29)
Kopumiheme 3akoHa cTaTHKE MOXeE MOCIYKUTH Kao JI0Ka3 Jla ce TeXKUILIHE JIUHU]JE TPOYIila CEeKy
y jeTHOj TauKH, TEXKUILITY TPOYTIIa, IPH YEMY CYy TOM Ta4KOM TOJieJbeHe Y ogHocy 1:2. [14]

A

B2
B1

Al

A2
Cnuxka 3.20. Texxuiure Tpoyria

Maremarnuku noka3 je cienchu: Heka je ABC mpowmsBossan Tpoyrao (cimka 3.20). Ca A je

o3HaueHo cpeauiute ctpanune BC, ca B; cpeaumre crpanune AC u ca T mpecek TEXUIIHUX
nyxu BB, m AAl. Heka je B, Tauka Ha mpaBoj oxapehenoj taukama B wu B;, TakBa na
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Baxu TB;=B;B,, a Heka je Aj;Tauka Ha mpaBoj oapeheHoj Taukama A U A;, TakBa Ja
Baku TA|1=AA,. Iyx AB; je cpenma muanja y Tpoyriny ABC u oaroapa ocHoBunm AB, To
JECT mapayielHa jeca HOM U HeHa JIykuHa je jeaHaka AB/2. HctoBpemeHo, OHa je cpelma
nuHUja Uy Tpoyray TB,A;, Tako 1a je oHa mapanenHa u ca BoA, u mweHa nyxuHa je jeHaka
ByAy/2. Tpoyraosu ABT u A;B,T cy noaynapuu jep cy crtpanuiie AB u A,B; nogynapue u
napanenne, kao u yrioBu ABT u A;B,T u BAT u B,A,T, jep cy TO yIiioBU ca MmapajieHUM
Kpanuma. M3 moaymapHocTH TpoyrioBa cieau na je ayx BT momymapua nyxu TB,. Kako
je TB jennaka monoBunu nyxu TB,, cienn na je TB, jemnaka momoBunu nyxku BT. Hctm
MOCTYTIaK Jloka3yje na je ayxx TA, jennaka nonosunu nyxu AT. Onasae cinenu fa tauka T genu
nyxu BB; u AA| y ogrocy 2:1. Ha uctu HauuH ce JoKa3yje U J1a Tauka Koja j& IPECEeK TEKHUIITHE
nyxu BB n Texunine nyxu koja ogrosapa remeny C nenu BB, y ogHocy 2:1, nma ta Tauka Mopa
Jla ce Mokjama ca TadkoM koja Beh nenu BBy tom omnocy, To ject taukom T. CBe Tpu
TEXXUIIHE TYXKU C€ OHJA CeKy Y Tauku T, a €0 TeXKHILHE Ty>KU OJ] TeMEHa JI0 TeXHIITA je AYIIO
JTy’KU HETO JIe0 O] TeXHINTA A0 CPEIUIITa HACIIpaMHE CTPaHUIIE.

VY nokasuBamy Ha 4acy H3HKE ce MOTY KOPHCTHUTH ciesiehn 3aKoHu cTaThke:

- 3a CBaKU CHCTEM TeJja MOCTOjJU CaMo je/iaH LIeHTap Mace,

- LIEHTap Mace JBa Teja ce Hajla3u u3Mely Tena, Ha JMHUJU KOja UX CIaja, Ha pacTojamby
OOpHYTO NMPOIOPIIMOHATHOM Macama Tela,

- IPUHIUI CYNCTHUTYIHjE: TPHU peliaBamy MpodiiemMa, OUIo Koje IBe Mace ce MOTY 3aMEHUTH
CYMOM THX JIBEjy Maca Koja ce Hajla3u Ha MECTY BUXOBOT LIEHTpa Mace.

Heka ce y temenuma Tpoyria, y taukama A, B u C Hamasze Tena jenHakux Maca, Koja cy
[IOBE€3aHa JIAKUM ILITAallOBUMA.

L/

Cnuka 3.21. Tpoyrao ca jeiHakKuUM Macama y TeMEHUMa

[Tomro cy mMace jenHake, IEHTPH Maca OMJIO KOja JIBa Teja ce Hajla3e Ha IMoJIOBUHU MelycoOHor
pactojama, oqHocHO y Taukama D, E m F. Ykommko ce mocmarpa IieHTap Maca Tena Koja ce
Hanase y Taukama A u B u maca y Tauku C, NpuMEHOM 3aKOHA CTaTHKE MOXKE CE 3aKJbYYUTH J1a
ce IEHTap Mace, OJJHOCHO TEXKUIITE OBOI CHCTEMa HaJla3W Ha MPaBoj Koja craja IeHTap mace
Tena y Ttaukama A u B (tauka D) ca macom y tauku C, Ha pacrojamy Koje je OOpHYTO
MPONOPIIMOHATHO KHUXOBUM Macama. [IpaBa mpezacraBiba TEKHUIIHY JUHHU]Y Tpoyria. OnmaBnie
CIICAIM JIa je TeXHIITHA JIMHKja TPOYIJia MOoJe/heHa y OJHOCY 1:2, MTO ce jaCHO BUAM HA CIUIH
3.22.
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Cnuka 3.22. TexxulllHa JIMHUja TPOYTIIa

OBakBa KOHCTpYKILIMja c€ MO)kKe mpUMeHUTH y Taukama E u F, mpu yemy he ce noOutu uctu
pesynarar. Texwumne nuHuje he ce cehu y jeHO] Tauku, TEXUIITY TPOYIJa, U CBaka JuHUja he
OuTH MoJIeJbeHa y ogHoCy 2:1, mocMarpajyhu ox Temena tpoyria. [15]

OBakBH J10Ka3M Cy yOeaJbUBH jep HUCY allCTPAKTHU Beh Cy ouMIiieHu U JIOTHYHH, T€ CY JIaKH 3a
pasyMeBame YaK M OHMM YYEHHUIMMa KOjU HE pa3yme]y JOBOJBHO MaTeMaTHKy, ¢ 003MpOM Ja
MOTY J1a BUJIE J1a C€ TPOYrao Hajla3u y paBHOTEXKHU KaJla ce MpUApKaBa y TEKUILIHO] TaAYKH.

[Ipema BapumOHOBO] TeOpeMH JHHHJE KOj€ CMajajy CpeauIlTa CTpaHa MPOU3BOJHHOT
yeTBopoyria Gpopmupajy napanenorpam. [14] Ha cauuum 3.23 je nat yerBopoyrao ABCD.

Cnuka 3.23. BapumoHoBa T€OpemMa

Tauke E, F, G u H npencrasspajy cpenumira cTpaHuiia oBor yeTBopoyria. Heka ce y remennma
YeTBOPOYIJla Hajla3e YeTHPH Tella JeJHAKMX Maca, IOoBe3aHa JIakuM wTarnoBuma. Llentap mace
TeNa Koja ce Haiaze y Taukama A u B ce Hanma3u Ha mosoBuHU Mel)yCOOHOT pacTojama, y Ta4Ku
H, nok ce uenTtap mace Tena koja ce Hanaze y Taukama C u D Hanasu y tauku F. Llentap mace
[eJIOT CHCTEeMa ce, TMpemMa TOMe, Hajla3u y Tauykd M, Koja ce Mopa Hala3uTh Ha CPEeIuHH
MelyycoOHor pacrojama Tadaka H u F. Ha uctu HaunH, yKONIMKO ce mocMaTpa LeHTap Mace Kora
guHe Tena u Taukama A u D (ranasu ce y tauku G) u B u C (manaswu ce y Tauku E), mobuja ce na
ce IIeHTap Mace omneT Hanasu y Tauku M. Onasne cnenu na tauka M npecena nyxu HF n GE Ha
nona. [Ipema Tome, EFGH nipencrasipa napanenorpam umje cy nujaronane HF u GE.

WHTYyUTHBHO, Neiyje IocTa 4yAHO Ja OWI0 KOjU YeTBOPOYrao, Ma KOJUKO OMO HEempaBWIIaH,
caapxu y ceOM Tako BenuKy npaBuiaHOCT. Kama ce, mehyrum, deTrBOpoyrao mocmarpa Kao
CHCTEM O] YSTHPH TeJia jeJIHAaKMX Maca, CIOjeHHUX JIAKMM IITAllOBMMa, ITOCTaje jJaCHO J1a HEeroB
[IEHTap Mace MOpa JICIUTH Ha jeTHaKe JIeOBe IITAoBe KOjH IMOBE3Yjy TayKe KOje ce Haja3e Ha
cpenuHu Mel)ycoOHOT pacTojama OBHX Tela.
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3.4. leTtepMuHaHTe

VY npBoM monyroammuTy Tpeher paspena ruMHa3zMje YYEHHULM Ha 4Yacy MaTeMaTUKE y OKBHUPY
HAacTaBHE TeMe ,,BexkTopu‘‘ n3ydaBajy qeTepMHUHaHTE Ipyror U Tpeher pena, Kao U JeTepMUHAHTE
u cucreme jenHaunHa. Ha wacoBuma ¢Qusuke ce y TO BpemMe H3yyaBa HacTaBHa Tema
,2Ham3mennuyna crtpyja“. I[lpu wusyuyaBamy HaW3MEHUYHE CTpyje MpaBU ce€ Mapajena ca
JETHOCMEPHOM CTPYjOM KOja c€ M3ydaBaja y ApYrom paspeny rumHaszvje. OBakBO Moayaapame
IporpamMa MaTeMaTuke U (pU3MKe Mpyxa MPUIKKY Jla Ce Ha Yacy MaTeMaTHUKE y OKBUPY HACTaBHE
jenunuie ,,JlerepMruHaHTE W CHUCTEMH JeHAUYMHA KAa0 TPHUMEp ypaad 3aJaTak Be3aH 3a
Kupxodosa npasuia, koju he yueHunnmMa yjeaHo OuTH 1o06ap MOJCETHUK 32 Yac GpU3MKe.

[IpBo KupxodoBo mpaBuio ycnocraBiba Be3y u3Mely jaunmHa cTpyja y TpaHama jeHOT YBOpa.
Ono rnacu: Anrebapcku 30Up jaunHA €IEKTPUYHUX CTPYyja Y CBAKOM YBOPY E€JIEKTPUYHOT KOJIA
JEIHAK je HYJIH:

21 =0 (3.30)

VYobuuajeHo je a jauMHe CTpyja Koje yia3e y YBOp MMajy MO3UTHBAH MpPE3HAK, a OHE Koje
M3J1a3€ U3 YBOpA HETaTHBAaH MPE3HaK.

Hpyro KupxodoBo mpaBuiio ce 0THOCH Ha CTPYjHY KOHTYpPY, OJJHOCHO Ha CBAaKO Hepa3rpaHaro
aJli 3aTBOPEHO CTPYJHO KOJIO O] KOjUX C€ CacTOjU CI0KEHO, pa3rpaHaro €JEKTPUYHO CTPYjHO
KOJI0: Y CBaK0j KOHTYpPHU pa3rpaHaTOr KoJia anre0apcku 30Mp CBUX €JIEKTPOMOTOPHHUX CHJIA Y TO]
KOHTYpU jelHaK je anrebapckoM 30upy eNeKTpUYHMX HAaloOHa Ha CBUM OTHOpPHHULIMMA
(moTpouraunMa) y UCTOj KOHTYpH:

Xe=2RI (3.31)

VY ciokeHOM Koy ce ojabepe OHOJNMKO KOHTYpa KOJIMKO je MOTpeOHO Aa Ou ce cBaka rpaHa
oOyxBatmna. [lotomM ce mpou3BosbHO onpelyje cMmep mpoTHIama eJIeKTPUYHE CTpyje Y
KOHTypaMa. 3aTUM c€ O3Haud CMep EJeKTPHYHHX CTPyja y CBAaKOj TpaHU, ONET PEIaTUBHO
MIPOM3BOJBHO jep yHampen Huje Moryhe yBek To ypaauTH mperuszno. OBaj HemocTarak he outm
OTKJIOEKCH Y KOHAYHOM peliey. Hamme, HeraTuBaH Mpea3Hak 3a BPEIHOCT jaunHE eEKTPUYHE
CTpyje 3Ha4H Jia je HeH CMep CYNPOTaH OHOME KOjH jOj je IPETXOIHO MPHUIHCaH. AKO ce ca jeJHe
CTpaHe jJeHAKOCTH IHUIIY CBE €JIEKTPOMOTOPHE CHIIE, a ca Apyre mpou3BoJ /R, OHJAa YKOJIUKO
ce O3HAa4YeH CMEep CTpyje TMOKJama ca cMepoM oOMiIacka KOHTYpE Yy TOj TPaHH, NMPH THCAbY
jelHaYnHa HAIMOHY Ce MPHIKCYje 3HaK IUTyC. AKO je CyNnpoTaH, OHJa 3HaK MUHYC. AHAJIOTHO ce
pamy M 3a EeIeKTPOMOTOPHE CHIIE: eIEKTPOMOTOpHA CHiIa C€ Y3MMa ca O3HAKOM ILTYC aKo ce
CMepoM O0MIIacKa KOHTYpPE ,,1JIe* 01 HEraTUBHOT Ka MO3UTHUBHOM I10JTY.

Ha yacy marematuke je Mmoryhe ypagutu cieaehu 3amarax:

Oopeoumu jauune cmpyja Kpo3 ceaxy 2pany Koia Ha ciuyu, kopucmehu Kpamepoeo npasuo,
ako cy oame epeonocmu: & =15V,e, =9V, R =20, R, =30Q, R, =10Q2. Vuympawrou
OMnopu U360pa cy 3aHemMapLUGHU.
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Crnuxka 3.24. CtpyjHO KOJIO

Pememe:
3a yBOp y TauKu A BaKH:

I, -1,-1,=0 (3.32)

U3 xoutype 1 u 2 cnenu:

& =1R + LR, (3.33)
Cnuxa 3.25. ITpumena Kupxodosux

IpaBujia Ha CTPYJHO KOJIO &, =1LR, — LR, (3.34)

CucreM o Tpu JIMHEapHE jeqHaunHe ce Moxe pemnTH Kpameposum npasunom. [lenaromiku je
JEIHAYMHE 3aMMCcaTH jeIHY UCIOJ IPYTe U Mperpynucaru:

I,—1,-1,=0
IR + LR, =¢
LR, — IR, = ¢,

I[1pBo je moTpeOHO oapennTH AeTepMUHAHTY cucteMa, D, . Kopucrehu CapycoBo npaBuio
nobwuja ce:

1 -1 -1]1-1
D,=|R, 0 R, |R 0=-RR, —RR,-RR, (3.35)
0 R, —-R|OR,

Herepmunanre D, , D; u D, ce no0ujajy Tako WTO Ce WIAHOBU Koju uiy y3 1,, I, u I; 3amene

cioboHuM wnanosuma 0, &, 1 &, :

0 -1 -1|0-1
D, =g 0 Rlg 0 =—Re&,—Re —6R, (3.36)
& R —Rjg R
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1 0 -1/10
D, =R, & R, |R ¢ =-Rs —&R —&R, (3.37)
0 ¢ —-R|0g

1 -1 0]1-1
D, =R, 0 &R 0 ==¢R,+&R (3.38)
0 R &|0R,

Jauune ctpyja ce mnobujajy u3 cienehux penamuja:

D, D, D,
hp g o
1 1 !
jan —Rie, — R — &R, _ Rie, + gI(RZ + R3) —136.4mA (3.40)
1 —RIRZ_R3R2_R3R1 R1R2+R3R2 '|'IQ3R1 5
_ -Rig —&,R — &R, _ Rie + gz(Rl + R3) =259 1mA (341
2 —RIRZ_R3R2_R3RI RIR2+R3R2+R3RI )
— &R, + &R — &, — &R =-122.7mA (3.42)

I, = -
> —RR,-RR,-RR, RR,+RR,+RR

HeratuBan 3Hak jauumHe cTpyje [, 3HauM Ja je HEH CMep CYIpPOTaH OHOME KOjU je
MPETIOCTABbEH U KOJH jO] j€ IPUITUCAH.

3.5. MpumeHa rpaHnYHe BPpe4HOCTU HU3A U UHTerparnHor padyHa y ousuum

I'pannyHa BpEOHOCT HM3a M MHTErPAJIHU PadyH HMajy BEIMKY NpUMEHY Yy ¢usunu, Te je
MO’KEJbHO MPH U3ydaBamky OBUX 00JACTH y MaTeMAaTULIM TO PAJUTU HA KOHKPETHUM MpUMEpUMa
u3 ¢usuke. OBo ce MOXke BeoMa JIeNo MOKa3aTH Ha IMpHUMEpy MOMEHTa MHeplyje ITana Koju
pOTHpa OKO Oce Koja Mpoja3d Kpo3 IEHTap Mace IITara WiIH Mak Kpo3 OWIO KOjy TadKy Ha
hITany.

Cnuxka 3.26. MOMeHT nHeplyje mTana
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Y mpBoM pazpeny TMMHa3Wje je JaT caMO KoHadaH oOpaszal] 3a MOMEHT HMHepldje ITamna y
. 1 .
OJIHOCY Ha OCYy KOja IMpoJia3u Kpo3 IeHTap mrana (IeHTpaiHa oca) [ :Emlz, rje je m maca

mrana a / gyxxuna mramna. OBo ocTaBjba JOBOJBHO MPOCTOpPA Ja ce MO3Hajyhu MOMEHT MHEPIIH]je
MatepujanHe Tauke [ =mr’, rle je r yaalbeHOCT Tauke Off Oce poTalluje, U3Bele MPETXOAHA
¢dopmyra 3a MOMEHT MHEpILMje LITama, MpBO y3 MOMON MpUMEHE I'paHUYHE BPEIHOCTH HH3a, a
MOTOM W HPUMEHOM HHTErPAHOI padyHa. ['paHMYHAa BpemHOCT (QYHKIMjE CE Paad y NPBOM
MOJYTOAMIUTY, @ UHTETPAITHU pauyH y APYroM MOJYroJUIITy YETBPTOT pa3pesa FTMMHa3Hje.

YKonIHKO oca poTaiuje Mposia3d Kpo3 TEXKHINTE IITarna, Mopajy ce MmocMaTrpaTH Tadke Koje ce
kpehy oko meHTpa poTanmje, ma mpemMa ToMe He MOXKe Ce IIOCMaTpaTh Kao Jia ce MEeTOKYITHAa Maca
Haja3u Ha cpeAWHH mTama. MehyTum, mTam ce MoXke MOJCIUTH Ha JBa JeNa, MpH 4eMy ce
noOujajy NBe Tadyke KoOje TPEACTaBhbajy IEHTPE Maca oOBa JBa Jieja KOje ce Haja3e Ha

[
YAAJbEHOCTU Z OO LICHTpAa MAcCcC IITaria:

H
2 e
¥

Cnuka 3.27. Ilogena mrana Ha gBa aena

MoMeHT nHeplHje OBE IBE TaUKe U3HOCH:

2 2
="l eml L C L e —00625me (3.43)
204 ) 214 ) 16

Oga anpokcuMaliyja, HapaBHO, HHje 100pa jep ce yMECTO MOMEHTA HHEPIIHMje CBUX Tadyaka y3eo0 Y
003up MOMEHT MHEPIIHMj€ caMmo JIBE€ Tauke. bosba ammpokcuMaliija ce moCTUKE YKOJIMKO CE YMECTO
Ha JIBa JIeNa 1ITal MoAenu Ha 4 jena:
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Cnuka 3.28. [logena mrana Ha 4eTUpH Jena
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Y 0BOM ciTy4ajy ce 32 MOMEHT MHEpLIMje YeTHPH Taduke J1o0uja:
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OBaj pesynrar je O0JbHM O] MPETXOJHOT je€p j€ BPEIHOCT Koja je moOujeHa Oyka MpaBoj

BpPEIHOCTH MOMEHTA uHepiyje [ = %ml2 =0,08333mi”.

Jlashe, yKOJIMKO ce IITal MOoIeNH Ha 8 jeTHaKuX JIeJI0Ba, 32 MOMEHT HHEPIIH]je ce 100uja:
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Cmuxka 3.29. Iloxena mrana Ha ocaMm JIeja0Ba
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I = ?mﬁ = 0,082m1 (3.45)

Jaspa mozena gaje jour Mperu3Huju pe3yaTar:

Ciuka 3.30. IToxena mrramna Ha IIeCHAECT AejI0Ba
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Jla Ou ce moOuma TayHa BpeJHOCT MOMEHTA WHEPIIHMjE€ MOpa Ce U3BPIIUTH TOJIeNIa Ha
n-J1eJI0Ba, TJ€ Ce U3 MPETXOJHUX IPUMEpa JaCHO BUIM J1a CIICIH:

P
I, =2’”7(27)2(12+32+52+72+...+(n—1)2) (3.51)

I'me n nokasyje Ha KOJMKO JA€JOBa j€ IUTall MOAEbEH, a [, - YKyllaH MOMEHT HHepLHje n

MaTepHjaTHUX Tayaka YKyITHEe Mace m.
Hu3 xBanpara je gat uzpazom:

n(n+1)2n+1)
6

P+2°+3+4 +..+n° = (3.52)

[TomTo je moTpeOHO 3aMEHWTH HHM3 KBaJapara HEMapHUX OpojeBa, OJ] HHM3a KBajpaTa IeNnX
Opojera je moTpeOHO Oy3eTH HU3 KBaJpaTa MmapHuX Opojena:

6 3

) Z(;+1](22+1] n(’;ﬂj(nﬂ)
22+42+62+...+n2=22-(12+22+32+...+(§] J:22- =
(3.53)
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W3 nperxoaHor cneau:
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Kana ce oBo yBpcTH y U3pa3 3a MOMEHT UHEpIHje J00Hja ce:

ml* 1 n(n2 —1) 1 ,n* -1
I =2 =—ml"—— 3.55
N IRV (3:53)

VY rpaHndHOM Cciy4ajy, Kajga Opoj IenoBa Ha KOje ce IITar JeNd TeXH OECKOHAYHOCTH, 100Hja ce
M3pa3 3a MOMEHT WHEpIH]je IITana Koju je y YUOSHUKY 3a MPBU pa3pe]] THMHA3HUje JaT caMo Kao
KOHauaH u3pas, 0e3 u3Bohema:

) 1
n’ -1 " (l_nzj n’
it 630
I, =%ml2 (3.57)

HcTu 3amaTak MOKe MOCTYKUTH Kao IPUMEP y YeTBPTOM pa3peay I'MMHa3uje MPIIMKOM 00pae
HacTaBHe jenuHule ,,Oapehenu uHTEerpan™. Y oBoM ciydyajy, A0 pelliema ce J0ja3u 3HATHO
Opke, mTo 6 Tpebdaso na Oyae no0pa 1eMOHCTpaIlja MOhM MHTETPATHOT padyHa.

[Tocmatpa ce MOMEHT MHEpIUje eleMeHTapHe Mace dm WH(OUHUTE3MMATHO MaJor Jela [iTamna
Ty’)KUHE dr KOja c€ HaJla3W Ha pacTojamy 7 O] IIEHTpa poTallije mTamna:
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Cnuka 3.31. MaTerpanna Metoaa padyHamka MOMEHTA MHEPIIH]je IITana

EnemeHTapHM MOMEHT MHEpLIM]jE AAT j& U3Pa30M:

dl = r’*dm (3.58)
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[TomTo je 3ampemMuHcka Maca neduHHCaHa Kao dm = pdV , NPEeTXOIHU HU3pa3 MOXKE Ja ce

3amnuiie y o0JIuKy:
dl = pr*dV = pSridr, (3.59)

rZie je o TYCTHHA a S MOBPLIMHA NOMPEYHOT MIPeceKa IITana.

MomeHT uHepHHje [eJor ITamna ce JAo0Hja YKOJIMKO ce cabepy MOMEHTH HWHEpIMja CBUX
eJIEMEHTapHHUX Maca, OJIHOCHO YKOJMKO CE€ MU3BPIIHM MHTETpalrja CBUX eIeMEHTapHUX MOMEHATa
Ty [IEJOT TITara:

i
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[ar = [ psrdr=pS [ r*dr (3.60)
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HaBenenu moctymak HMHTErpanuje ce MoOXK€ NPUMEHUTH 3a ojpehuBamkbe MOMEHTa HHEpLH]je
cucTeMa Kora YuHe BHIIE Tejla, y OJHOCY Ha IMPOU3BOJBHY OCy poTtauuje, a 0e3 mpuMeHe
tajuepoBor obopacua. Ha cnunu 3.32 je npeacraBibeH CUCTEM OJ 3 TaHKa ITana Maca m, m/2
u m/4. Cucrem porupa oko oce OO'koja je y 0OJHOCY Ha OCYy KOja MpoJjia3u Kpo3 IICHTap Mace
uiTana gyxuHe [ momepesa 3a /4.
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Cruka 3.32. MOMeHT uHepIyje cucTeMa IITarnoBa

VYKymmaH MOMEHT HHepIHje ce Ao0Hja cadupameM MOMEHTa WHEpIUje TOjeAMHUX JeIoBa
cucrema:
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1=0,27604m!* (3.63)

Jlo ucror pemema je moryhe nohu npumenowm LlTajaepoBe Teopeme 3a ciryuaj mrana ayxuHe /:
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I, = Lml 2+ m(ij = mi MOMEHT WHEpLHje Tana q1yxuHe / y oqaocy Ha ocy OO’

12 4 48
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m( 1l ml . )
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[TpubnuxHa BpeIHOCT MOMEHTa HHEpLHUje IITana ayKuHe //4 Moke ce J0OUTH HEroBOM
[I0JIEJIOM Ha BHIIE JIETIOBA, IIPU YEMY C€ IIOCMaTpa IMOCEOHO MOMEHT CBAKOT JeJia:
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Cnuka 3.33. MoMeHT uHepiyje Tauke Mace m/4
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Crnuka 3.34. MoMeHT WHepIIHje Tayaka Maca m/8
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AHanorso, 3a MOMEHT uHepuuje Tpehe u yeTBpTe anpokcumMaliyje ce noouja:

2 2 2 5
. :ﬁ(ﬁj +ﬁ(ﬂj +ﬂ(ﬂj _ 683ml (3.66)
12\ 24 128 24 12\ 24 6912
2 2 2 2 5
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YKOIuMKO ce ymopene pe3yiraTH JOOHjeHH METOJO0M HHTerpanujeé ¥ MeTOJOM IpUMeHe
rajuepoBe Teopeme W ampoKcUMalyje, 3amaxka ce roToBo ucToBeTaH pesyidrar. Irto je
anpokcumMarija 00sba, TO jecT ITO je Opoj mojerna mrana Behu, pe3ynraT ¢y NpUOIHKHU]H:

1=0,27604ml> - pe3yntar 100UjeH METOJIOM MHTETpaIIHje

Tml* ml*>  25ml?
= + +

I w5 =0,27474ml’ (3.68)
2 2 2
g, =Tl ml J0m g 59570me (3.69)
48 32 1024
2 2 2
g =M mlT L O8ImIT_ 7590mi? (3.70)
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2 2 2
[, = Iml ml” A0mI G 59597 mi (3.71)

48 32 4096

Kopucrehn uHTErpanHu payyH MoOXe cCe OAPEIUTH MOMEHT HMHEpLHUje IyHE XOMOIEHE JIONTe
Mace m U MoJIyIpeyHuKa R Koja poTHpa OKO CBOT IpeyHHUKa. [3]

pont

Crnmka 3.35. MOMeHT uHepIHje JIonTe

[ocmarpa ce ci1oj ae6ibuHe dx ¥ TONynpeunuka r =+ R> —x” Koju ce HaJa3H HA yHabeHOCTH

X O]l CpenuuITa JIONTe. 3ampeMuHa OBOT Jena W3HOcH dV = rmdx = 7r(R2 —xz)dx. MomeHT
WHEpIIHMje OBOT TAHKOT BaJbKa U3HOCH:
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dl = %rzdm = %rzpdV = %rzprzﬁdx = %pr“ﬁdx = %pﬂ'(Rz -x’ )zdx (3.72)

MomMeHT nHepIHje MOMYJIONTE ce T00Kja MHTErPAIM]OM JIYK LIEeJIOT MOJTYIPEeYHUKa JIONTE, I0K j&
MOMEHT MHEpLHje 1IeJie JIONTE jeTHaK JONPUHOCY 00e MoIyJIonTe:

R R R R
1= 2I%pﬂ(R2 — xz)zdx =,07{J'R4dx — J2R2x2dx +I x4dx} (3.73)
0 0 0 0
3[R s |k 3 5
T=pa| R* o -2 5] + 5 | pa| R R—2R2 K|
0 30,5, 35
15R° ~10R® + 3R’ S8R’ 4.2 4 2,
— o7 = o= pr—=R*-R*= pV =R
15 PEs =P335 Prs
IzémRz (3.74)

[IpeqHOCT OBaKBUX TpUMeEpa y OJHOCY Ha CTaHAapAHe mpumepe (Hahu rpaHHYHY BpPETHOCT
OJTHOCHO MHTErpall JaTor Hu3a, (yHKIH]E...) je Yy TOME IITO ce YUeHUIH cpehy ca Beh mo3HaTum
npuMepoM u3 (pH3HKe, IpU YeMy C€ jaCHO BUIM NMPAaKTHYHA MPHUMEHA HaW3IIIeH arcCTPaKTHOT
MaTeMaTHUYKOI anapaTa.
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4. 3aKrby4dak

MaremaTnka u Qu3MKa Cy ce y CpelmOj LIKOJIM BpeMEHOM HcyBuIIe yaasbuie. HacrtaBa
MaTeMaTHKe He MPaTH y J0BOJbHO] MEpU HACTaBy (hu3MKe 300r yera Jojla3u 10 moTemkoha y
caBnahuBamy MOJMOBa U T0jaBa y ¢usumy. Pax mpeacraBiba MOKYIIA] /1a c€ MOKaXe Kako je
MHTETPUCAHH MPUCTYT, Y ojpehenoj mepu, moryhe ocrBaputu. HTerprcanu npuctyn Ou J0Beo
10 oBeharma KBaJIUTETa 3Hama, jep Ou ce oapeheHu mpolaeMu u3ydaBaid KOpuIThemeM 3Hamba
u ¢usuke u Maremaruke. CamMMM THM I0jaBa KOja ce M3ydaBa OM ce carjiefaja W3 BHIIE
pa3IUUUTUX yrioBa. Y paay Cy JaTd MpUMEpPHU KOju ce oOpahyjy y ¢usumm, a koju 6u mMoriau
OUTH BeoMa KOPHUCHH Yy HACTaBU MaTeMaTHKe, jep OM YYEeHHUIM H3ydaBajld HOBE IOjMOBE Ha
MO3HATHM TIPUMEpPHMa, IITO OU yjeHO OMII0 BeoMa KOPUCHO W 3a HacTaBy (u3MKe, jep Ou ce Ha
Taj HAYMH 00Jbe YTBPIMJIO IpauBo. Y HacTaBu (U3UKE, ca JApyre CTpaHe, ce MOXe MMOCBETUTH
BHUIIIE MAXH-€ T0JMOBUMA KOJH CE€ M3Yy4aBajy Ha 4YacOBMMa MaTeMaTHKe, Kao LITO je TO ClIydaj ca
JMHEapHUM U KBaJpaTHUM ¢yHKuWjama. Mako je aHanmu3a rpaduka BeoMa OMTHA y HAacTaBU
¢u3uke, yuHU ce aa joj ce moceehyje mpemano naxme. VHTerpucaHu NpPUCTYI J103BOJbaBa
MoryhHOCT na ce mpobiemMcka cuTyaldja MOCTaBM Ha vacy (HU3UKe, NP 4YeMy CE€ MOTy
nedunucati oapeheHe 3aKOHUTOCTH KOje Ba)xe, a 3aTUM ce MpoOJjeM aHalu3upa Ha dacy
MaTtemaTuke. OBakaB IPUCTYI HECYMIbMBO MMa BEIMKH YTHIIA] HA KBAJIUTET HACTABHOT IpoLeca
Y 3Hama YUYEHHUKa, MaKo IMOHEKaJ IMMOCTOju onpel)eHa BpeMEeHCKa TUCTAHIA y TIPOyJYaBamky HEKUX
3aKOHUTOCTH Ha YaCOBMMa OBA JIBa IIPEAMETA.
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